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内 容 简介 

本 书 在 较 系 统 .全 面 论 述 进位 制 知 识 的 基础 上 ,分 别 介绍 了 涂 色 游戏 、 
猜测 游戏 .演变 游戏 .火柴 游戏 .配对 游戏 .不 秤 称 珠 游 戏 .天 平 称 珠 游戏 以 
及 夸 码 ， 链条，' 链 环 等 游戏 的 玩法 及 进位 制 知 识 在 其 中 的 应 用 原理 。 本 书 
集 趣味 性 .知识 性 与 科学 性 于 一 体 ,奇妙 严密 , 通 而 不 俗 ,充分 展示 数学 思维 
之 美妙 与 深刻 。 

本 书 读者 主要 为 数学 研究 人 员 ,数学 专业 的 大 学 生 .爱好 数学 的 中 学 生 
以 及 对 数学 感 兴趣 的 大 众 读者 。 


图 书 在 版 编目 ( CIP) 数据 


进位 制 与 数学 游戏 / 李 友 耕 著 . 一 北京 : 科学 出 版 社 ，2008 
(好 玩 的 数学 . 普及 版 / 张 景 中 主编 ) 

ISBN 978-7-03-022568-9 

1. 进 … I. 李 … 于. 数学 -通俗 读物 W. 01-49 

中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2008) 第 108717 号 


责任 编辑 : 王建 李 晓 华 胡 升 华 / 责任 校对 ; 陈 丽 珠 
责任 印 制 : 钱 玉 芬 / 整体 设计 : 黄 华 斌 


余 学 多 有 禾 社 出 版 
北京 东 黄 城 根 北 街 16 号 
邮政 编码 : 100717 
http:/Wwww.sciencep.com 


天 时 蒜 色 印刷 有 限 公 司 印刷 
科学 出 版 社 发 行 ”各 地 新 华 书店 经 销 


水 
2008 年 9 月 第 一 版 ”开本 :A5(890 x1240) 
2008 年 9 月 第 一 次 印刷 ”印张 :7 7/8 插页 :1 
印 数 :1- 一 8 000 字数 :218 000 
定价 :22. 00 元 
(如 有 印 装 质量 问题 ,我 社 负 责 调换 人 双 青 》 ) 


编者 的 话 


《好 玩 的 数学 》 从 书 自 2004 年 10 月 出 版 以 来 ， 受 到 社会 各 
界 广泛 好 评 ， 各 分 和 册 先 后 重印 $ ~7 次 ， 平 均 发 行 量 近 25 000 套 ， 
是 近年 来 国内 图 书市 场 上 少见 的 一 套 叫 好 又 叫座 的 科普 图 书 。 
《好 玩 的 数学 》 从 书 从 多 个 角度 展示 了 数学 的 “好 玩 ”， 将 现 
代数 学 和 和 经典 数学 中 许多 看 似 古 怪 、 实 则 富有 思想 哲理 的 内 容 
最 大 限度 地 大 众 化 ， 努 力 使 读者 “ 知 其 然 ” 更 “ 知 其 所 以 
然 ”; 不 仅 使 读者 领略 到 数学 的 好 玩 、 数 学 的 美 ， 也 让 读者 从 
中 感悟 到 数学 与 文学 、 数 学 与 艺术 、 数 学 与 文化 的 交融 、 汇 
合 ; 把 数学 的 好 玩 提升 到 了 相当 高 雅 的 层次 ， 让 一 般 读者 也 能 
领略 数学 的 博大 精深 。 丛 书 于 2004 年 获 科 学 时 报 杯 “科学 普 
及 与 科学 文化 最 佳 丛 书 奖 ”，2006 年 又 被 国家 新 闻 出 版 总 署 列 
为 “向 全 国 青少年 推荐 的 百 种 优秀 图 书 ” 之 一 。 

为 了 满足 更 广泛 的 读者 的 需求 ， 我 们 组 织 作 者 对 丛书 做 了 
一 次 修订 ， 凝 缩 了 几 部 书稿 的 篇 幅 ， 删 除了 部 分 难度 较 大 的 内 
容 ， 以 保证 《好 玩 的 数学 (普及 版 )》 的 内 容 更 加 通俗 易 懂 ， 
0 
读者 朋友 读 得 懂 、 买 得 起 。 

《好 玩 的 数学 》 丛 书 出 版 后 ， 主 编 张 景 中 院士 陆续 接 到 了 
一 些 科 普 作 家 来 信 ， 希 望 能 加 入 撰 稿 ， 有 些 科 普 作 家 还 给 编辑 
部 寄 来 了 自己 的 得 意 之 作 ， 于 是 这 次 修订 便 补 充 进来 其 中 优秀 


好 玩 的 数学 


的 两 种 新 书 ( 即 《进位 制 与 数学 游戏 》 与 《上 古 算 诗 题 探 源 》)。 

这 套 丛 书 作者 的 平均 年 龄 超过 了 70 岁 ， 希 望 在 他 们 的 示 
范 和 感召 下 ， 我 国 科普 事 业 能 新 人 辈出 ， 创 作出 更 多 的 优秀 
作品 。 
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2002 年 8 月 在 北京 举行 国际 数学 家 大 会 (ICM2002) 期 
间 ，91 岁 高 龄 的 数学 大 师 陈省身 先生 为 少年 儿童 题词 ， 写 下 
了 “数学 好 玩 ”4 个 大 字 。 / 

数学 真 的 好 玩 吗 ? 不 同 的 人 可 能 有 不 同 的 看 法 。 

有 人 会 说 ， 陈 省 身 先 生 认为 数学 好 玩 ， 因 为 他 是 数学 大 
师 ， 他 懂 数 学 的 奥妙 。 对 于 我 们 凡夫 俗 子 来 说 ， 数 学 枯燥 ， 数 
学 难 懂 ， 数 学 一 点 也 不 好 玩 。 

其 实 ， 陈 省 身 从 十 几 岁 就 觉得 数学 好 玩 。 正 因为 觉得 数学 
好 玩 ， 才 兴致 勃勃 地 玩 个 不 停 ， 才 玩 成 了 数学 大 师 。 并 不 是 成 
了 大 师 才 说 好 玩 。 

所 以 ， 小 孩子 也 可 能 觉得 数学 好 玩 。 

当然 ， 中 学 生 或 小 学 生 能 够 体会 到 的 数学 好 玩 ， 和 数学 家 
所 感受 到 的 数学 好 玩 ， 是 有 所 不 同 的 。 好 比 象棋 ， 刚 入 门 的 棋 
手 觉 得 有 趣 ， 国 手 大 师 也 觉得 有 趣 ， 但 对 于 具体 一 步 棋 的 奥妙 
和 其 中 的 趣味 ， 理 解 的 程度 却 大 不 相同 。 

世界 上 好 玩 的 事物 ， 很 多 要 有 了 感受 体验 才能 食 贱 知味 。 
有 酒仙 之 称 的 诗人 李白 写 道 : “但 得 此 中 味 ， 勿 为 醒 者 传 。? 
不 喝酒 的 人 是 很 难 理解 酒 中 乐趣 的 。 

但 数学 与 酒 不 同 。 数 学 无 所 不 在 。 每 个 人 或 多 或 少 地 要 用 
到 数学 ， 要 接触 数学 ， 或 多 或 少 地 能 理解 一 些 数学 。 

早 在 2000 多 年 前 ， 人 们 就 认识 到 数 的 重要 。 中 国 十 代 哲 


学 家 老子 在 《道德 经 》 中 说 :“ 道 生 一 ， 一 生 二 ， 二 生 三 ， 三 
生 万 物 。” 上古 希 腊 毕 达到 拉 斯 学 派 的 思想 家 菲 洛 劳 斯 说 得 更 加 
确定 有 力 :“ 让 大 、 万 能 和 完美 无 缺 是 数字 的 力量 所 在 ， 它 是 
人 类 生活 的 开始 和 主宰 者 ， 是 一 切 事 物 的 参与 者 。 没 有 数字 ， 
一 切 都 是 混乱 和 黑暗 的 。” 

既然 数 是 一 切 事物 的 参与 者 ， 数 学 当然 就 无 所 不 在 了 。 

在 很 多 有 趣 的 活动 中 ， 数 学 是 幕后 的 策划 者 ， 是 游戏 规则 
的 制定 者 。 

玩 七 巧 板 ， 玩 九 连环 ， 玩 华容 道 ， 不 少 人 玩 起 来 乐 而 不 
倦 。 玩 的 人 不 一 定 知道 ， 所 玩 的 其 实 是 数学 。 这 套 从 书 里 ， 吴 
乱 龄 先生 编著 的 《七 巧 板 、 九 连环 和 华容 道 一 一 中 国 古 典 管 
力 游戏 三 绝 》 一 书 ， 讲 了 这 些 智力 游戏 中 蕴含 的 数学 问题 和 
数学 道理 ， 说 十 论 今 ， 引 人 入 胜 。 丛 书 编 者 应 读者 要 求 ， 还 收 
入 了 吴 先 生 的 另 一 本 备 受 大 家 欢迎 的 《 幻 方 及 其 他 一 一 娱乐 
数学 经 典 名 题 》， 该 书 题材 广泛 、 内 容 有 趣 ， 能 使 人 在 游戏 中 
启 边 思想 、 开 阔 视野 ， 锻 炼 思 维 能 力 。 从 书 的 其 他 名册， 内容 
也 时 有 涉及 数学 游戏 。 游 戏 就 是 玩 。 把 数学 游戏 作为 丛书 的 重 
要 部 分 ， 是 “好 玩 的 数学 ” 题 中 应 有 之 义 。 

数学 的 好 玩 之 处 ， 并 不 限于 数学 游戏 。 数 学 中 有 些 极 具 实 
用 意义 的 内 容 ， 包 食 了 深刻 的 奥妙 ， 发 人 深思 ， 使 人 惊讶 。 比 
如 ， 以 数学 家 欧 拉 命名 的 一 个 公式 

es™ 三 1 
这 里 指数 中 用 到 的 五 ， 就 是 大 家 熟悉 的 圆周 率 ， 即 圆 的 周 长 和 
直径 的 比值 ， 它 是 数学 中 最 重要 的 一 个 常数 。 数 学 中 第 2 个 重 
要 的 常数 ， 就 是 上 面 等 式 中 左 端 出 现 的 e， 它 也 是 一 个 无 理 
数 ， 是 自然 对 数 的 底 ， 近 似 值 为 2.718281828459…。 指 数 中 用 
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到 的 另 一 个 数 i， 就 是 虚数 单位 ， 它 的 平方 等 于 -1。 谁 能 想 
到 ， 这 3 个 出 身 大 不 相同 的 数 ， 能 被 这 样 一 个 简洁 的 等 式 联系 
在 一 起 呢 ? 丛书 中 ， 陈 仁政 老师 编著 的 《说 不 尽 的 页 》 和 
《不 可 思议 的 e》( 此 二 书 尚 无 普及 版 一 一 编者 注 ) ， 分 别 详 尽 地 
说 明了 这 两 个 奇妙 的 数 的 来 历 、 有 关 的 轶 事 趣 谈 和 人 类 认识 它 
们 的 漫长 的 过 程 。 其 材料 的 丰富 详尽 ， 论 述 的 清楚 确切 ， 在 我 
所 知 的 中 外 有 关 书 籍 中 ， 无 出 其 右 者 。 

如 果 你 对 上 面 等 式 中 的 虚数 i 的 来 历 有 兴趣 ， 不 妨 翻 一 番 
王 树 和 教授 为 本 从 书 所 写 的 《数学 演义 》 的 “第 十 五 回 三 
次 方程 闹剧 获得 公式 解 ” 神 医 卡 舟 内 六 难 合 诡辩 量 ”。 这 本 章 
回 体 的 数学 史 读 物 ， 可 谓 通 而 不 俗 、 深 入 浅 出 。 王 树 和 教授 把 
数学 史上 的 大 事 趣事 憾事 ， 像 说 评书 一 样 ， 向 我 们 九 九 道 来 ， 
使 我 们 时 而 惊讶 、 时 而 叹息 、 时 而 感 奋 ， 引 来 无 穷 怀 念 逮 想 。 
数学 好 玩 ， 人 类 探索 数学 的 曲折 故事 何尝 不 好 玩 呢 ? 光 看 看 这 
本 书 的 对 联 形式 的 四 十 回 的 标题 ， 就 够 过 把 痕 了 。 王 教授 还 为 
丛书 写 了 一 本 《数学 聊斋 》( 此 次 普及 版 出 版 时 ， 王 教授 对 原 
《数学 聊 遍 》 一 书 进 行 了 仔细 修订 后 ， 将 其 拆 分 为 《数学 聊 
高 》 与 《数学 志 异 》 二 书 一 一 编者 注 ) ， 把 现代 数学 和 经 典 数 
学 中 许多 看 似 古 怪 而 实则 富有 思想 哲理 的 内 容 ， 像 《 聊 高 》 
讲 鬼 说 狐 一 样 最 大 限度 地 大 众 化 ， 努 力 使 读者 不 但 “ 知 其 然 ” 
而 且 “ 知 其 所 以 然 ”。 在 这 里 ， 数 学 的 好 玩 ， 已 经 到 了 相当 高 ， 
雅 的 层次 了 。 

谈 祥 柏 先生 是 几 代 数学 爱好 者 都 熟悉 的 老 科 普 作 家 ， 大 量 
的 数学 科普 作品 早已 脸 炙 人 口 。 他 为 从 书 所 写 的 《 乐 在 其 中 
的 数学 》)， 很 可 能 是 他 的 封 笔 之 作 。 此 书 吸 取 了 美国 著名 数学 
科普 大 师 合 德 纳 25 年 中 作品 的 精华 ,结合 中 国 国 情 精 心 改编 ， 
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内 容 新 颖 、 风 格 多 变 、 雅 俗 共 赏 。 相 信 读 者 看 了 必 能 乐 在 
其 中 。 

易 南 轩 老 师 所 写 的 《数学 美 拾趣 》 一 书 ， 自 2002 年 初版 
以 来 ， 获 得 读者 广泛 好 评 。 该 书 以 流畅 的 文笔 围绕 一 些 有 趣 
的 数学 内 容 进 行 了 纵横 知识 面 的 联系 与 扩展 ， 尽 以 开阔 眼界 、 
拓 广 思维 。 读 者 群 中 有 理科 和 文科 的 师 生 ， 不 但 有 数学 爱好 
者 ， 也 有 文学 艺术 的 爱好 者 。 该 书 出 版 不 久 即 脱销 ， 有 一 些 读 
者 索 书 而 未 能 如 愿 。 这 次 作者 在 原 书 基础 上 进行 了 较 大 的 修订 
和 补充 ， 列 入 丛书 ， 希 望 能 满足 这 些 读者 的 心愿 。 

世界 上 有 些 事物 的 变化 ， 有 确定 的 因果 关系 。 但 也 有 着 大 
量 的 随机 现象 。 一 局 象棋 的 胜 负 得 失 ， 一 步 一 步 地 分 析 起 来 ， 
因果 关系 是 清楚 的 。 一 盘 麻 将 的 输赢 ， 却 包含 了 很 多 难以 预料 
的 偶然 因素 ， 即 随机 性 。 有 趣 的 是 ， 数 学 不 但 长 于 表达 处 理 确 
定 的 因果 关系 ， 而 且 也 能 表达 处 理 被 偶然 因素 支配 的 随机 现 
象 ， 从 偶然 中 发 现 规律 。 孙 荣 恒 先生 的 《趣味 随机 问题 》 一 
书 ， 向 我 们 展示 出 概率 论 、 数 理 统计 、 随 机 过 程 这 些 数学 分 支 
中 许多 好 玩 的 、 有 用 的 和 新 颖 的 问题 。 其 中 既 有 经 典 趣 题 ， 如 
赌 徒 输 光 定理 ， 也 有 近年 来 发 展 的 新 的 方法 。 

中 国 古 代数 学 ， 体 现 出 算法 化 的 优秀 数学 思想 ， 曾 一 度 光 

煌 。 回 顾 一 下 中 国 古 算 中 的 名 题 趣事 ， 有 助 于 了 解 历史 文化 ， 
振奋 民族 精神 ， 学 习 迎 辑 分 析 方法 ， 发 展 空间 想像 能 力 。 郁 祖 
权 先生 为 从 书 所 著 的 《中 国 古 算 解 趣 》， 诗 、 词 、 书 、 画 、 数 
五 术 俱 有 ， 以 通俗 艺术 的 形式 介绍 韩信 点 兵 、 苏 起 牧羊 、 李 白 
洁 酒 等 40 余 个 中 国 古 算 名 题 ; 以 题 说 法 ， 讲 解 我 国 古 代 很 有 
影响 的 一 些 数学 方法 ;以 法 传 知 ， 氢 述 这 些 算法 的 历史 背景 和 
实际 应 用 ， 并 对 相关 的 中 算 典籍 、 著 名 数学 家 的 生平 及 其 贡献 
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做 了 简要 介绍 ， 的 确 是 青少年 的 好 读物 。 

读 一 读 《 好 玩 的 数学 )》 ， 玩 一 玩 数学 ， 是 消闲 娱乐 ， 又 是 
学 习 思 考 。 有 些 看 来 已 经 解决 的 小 问题 ， 再 多 想起， 往往 有 
“柳暗花明 又 一 村 ”的 感觉 。 

举 两 个 例子 : 

《中 国 十 算 解 趣 》 第 37 节 ， 讲 了 一 个 “三 侈 垂钓 ”的 是 
目 。 与 此 题 类似 ， 有 个 “五 猴 分 桃 ”的 趣 题 在 世界 上 广泛 流传 。 
著名 物理 学 家 、 诺 贝尔 奖 获得 者 李 政道 教授 访问 中 国 科学 技术 
大 学 时 ， 曾 用 此 题 考 问 中 国 科学 技术 大 学 少年 班 的 学 生 ， 无 人 
能 答 。 这 个 问题 ， 据 说 是 由 大 物理 学 家 狄 拉克 提出 的 ， 许 多 人 
尝试 着 做 这， 包括 狄 拉克 本 人 在 内 都 没有 找到 很 简便 的 解法 。 
李 政道 教授 说 ， 著 名 数理 鹰 辑 学 家 和 哲学 家 怀 德 海 曾 用 高 阶 差 
分 方程 理论 中 通 解 和 特 解 的 关系 ， 给 出 一 个 巧妙 的 解法 。 其 实 ， 
仔细 想起， 有 一 个 十 分 简单 有 趣 的 解法 ， 小 学 生 都 不 难 理解 。 

原 题 是 这 样 的 : 5 只 猴子 一 起 摘 了 1 堆 桃子 ， 因 为 太 累 
了 ， 它 们 商量 决定 ， 先 睡 一 党 再 分 。 

过 了 不 知 多 久 ， 来 了 1 只 猴子 ， 它 见 别 的 猴子 没 来 ， 便 将 
这 1 堆 桃 子平 均 分 成 5 份 ， 结 果 多 了 1 个 ， 就 将 多 的 这 个 吃 
了 ， 拿 走 其 中 的 1 堆 。 又 过 了 不 知 多 久 ， 第 2 只 猴子 来 了 ， 它 
不 知道 有 1 个 同伴 已 经 来 过 ， 还 以 为 自己 是 第 工 个 到 的 呢 ， 于 
是 将 地 上 的 桃子 推 起来， 平均 分 成 5 份 ， 发 现 也 多 了 1 个 ， 同 
样 吃 了 这 1 个 ， 拿 走 其 中 的 1 堆 。 第 3 只 、 第 4 只 、 第 5 只 猴 
子 都 是 这 样 …… 问 这 5 只 猴子 至 少 摘 了 多 少 个 桃子 ? 第 5 个 儿 
子 走 后 还 剩 多 少 个 桃子 ? 

思路 和 解法 : 题目 难 在 每 次 分 都 多 1 个 桃子 ， 实 际 上 可 以 
理解 为 少 4 个 ， 先 借 给 它们 4 个 再 分 。 
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好 玩 的 是 ， 桃 子 尽 管 多 了 4 个 ， 每 个 猴子 得 到 的 桃子 并 不 
会 增多 ， 当 然 也 不 会 减少 。 这 样 ， 每 次 都 刚好 均 分 成 5 堆 ， 就 
容易 算 了 。 

想 得 快 的 一 下 就 看 出 ， 桃 子 增加 4 个 以 后 ， 能 够 被 5 的 5 
次 方 整除 ， 所 以 至 少 是 3125 个 。 把 借 的 4 个 桃子 还 了 ， 可 知 5 
只 猴子 至 少 摘 了 3121 个 桃子 。 

容易 算出 ， 最 后 剩 下 至 少 1024 -4 =1020 个 桃子 。 

细 细 地 算 ， 就是: 

设 这 1 堆 桃 子 至 少 有 x 个 ， 借 给 它们 4 个， 成 为 x+4 个 。 

5 个 猴子 分 别 合 了 ae，8，c，d，e 个 桃子 (其 中 包括 吃 掉 
的 一 个 ) ， 则 可 得 

a= (x+4)/5 

b=4 (x+4)/25 
c=16 (x +4)/125 
d=64 (x+4)/625 
e =256 (x +4)/3125 

e 应 为 整数 ， 而 256 不 能 被 5 整除 ， 所 以 x+4 应 是 3125 
的 倍数 ， 所 以 

x+4=3125k (天 取 自 然 数 ) 

当 k=1 时 , x =3121 

答案 是 ， 这 5 个 儿子 至 少 摘 了 3121 个 桃子 。 

这 种 解法 ， 其 实 就 是 动力 系统 研究 中 常用 的 相似 变换 法 ， 
也 是 数学 方法 论 研究 中 特别 看 重 的 “ 映射 - 反 演 ”法 。 小 中 

见 大 ， 也 是 数学 好 玩 之 处 。 

在 《说 不 尽 的 和 》 的 5.3 节 ， 谈 到 了 祖冲之 的 密 率 355/113。 

这 个 密 率 的 妙 处 ， 在 于 它 的 分 母 不 大 而 精确 度 很 高 。 在 所 有 分 
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母 不 超过 113 的 分 数 当 中 ， 和 7 最 接近 的 就 是 355/113。 不 但 
如 此 ， 华 罗 庚 在 《数论 导 引 》 中 用 丢 番 图 理论 证 明 ， 在 所 有 
分 母 不 超过 336 的 分 数 当 中 ， 和 7 最 接近 的 还 是 355/113。 后 
来 ， 在 夏 道行 教授 所 著 《m 和 e》 一 书 中 ， 用 和 连 分 数 的 方法 证 
明 ， 在 所 有 分 母 不 超过 8000 的 分 数 当 中 ， 和 和 7 最 接近 的 仍然 是 
355/113， 大 大 改进 了 336 这 个 界限 。 有 趣 的 是 ， 只 用 初中 里 学 
的 不 等 式 的 知识 ， 况 能 把 8000 这 个 界限 提高 到 16500 以 上 ! 

根据 nm = 3.1415926535897 …， 可 得 1355/113-x| < 
0. 00000026677 ， 如 果 有 个 分 数 wp 比 355/113 更 接近 W， 一 定 
会 有 

1355/113 - g/p| <2 x0. 00000026677 
也 就 是 
|355p -113g|/113p <2 x 0. 00000026677 

因为 gq/p 不 等 于 355/113， 所 以 1355p -113g| 不 是 0。 但 它 

是 正 整 数 ， 大 于 或 等 于 1， 所 以 
1/113p <2 x0. 00000026677 
由 此 推出 
p>1/(113 x2 x0. 00000026677) > 16586 

这 表明 ， 如 果 有 个 分 数 g/p 比 355/113 更 接近 五 ， 其 分 母 
Pp 一 定 大 于 16586。 

如 此 简单 初等 的 推理 得 到 这 样 好 的 成 绩 ， 可 谓 鸡 刀 军 牛 。 

数学 问题 的 解决 ， 常 有 “出 乎 意料 之 外 ， 在 乎 情理 之 中 ” 
的 情形 。 

在 《数学 美 拾趣 》 的 22 章 ， 提 到 了 “ 生 锈 圆规 ” 作 图 问 
题 ， 也 就 是 用 半径 固定 的 圆规 作 图 的 问题 。 这 个 问题 出 现 得 很 
早 ， 历 史上 著名 的 画家 达 ， 芬 奇 也 研究 过 这 个 问题 。 直 到 20 


IX 


世纪 ， 一 些 基 本 的 作 图 ， 例 如 已 知 线段 的 两 端点 求 作 中 点 的 问 
题 (线段 可 没有 给 出 来 )， 都 没有 管 案 。 有 些 人 认为 用 生 锈 图 
规 作 中 点 是 不 可 能 的 。 到 了 20 世纪 80 年 代 ， 在 规 尺 作 图 问题 
上 从 来 没有 过 贡献 的 中 国人 ， 不 但 解决 了 中 点 问题 和 另 一 个 未 
解决 问题 ， 还 意外 地 证 明了 从 2 点 出 发 作 图 时 生 锈 圆规 的 能 力 
和 普通 规 玉 是 等 价 的 。 那 么 ， 从 3 点 出 发 作 图 时 生 锈 圆规 的 能 
力 又 如 何 呢 ? 这 是 尚未 解决 的 问题 。 

开始 提 到 ， 数 学 的 好 玩 有 不 同 的 层次 和 境界 。 数 学 大 师 看 
到 的 好 玩 之 处 和 小学生 看 到 的 好 玩 之 处 会 有 所 不 同 。 就 这 套 从 
书 而 言 ， 不 同 的 读者 也 会 从 其 中 得 到 不 同 的 乐趣 和 益处 。 可 以 
当做 休闲 娱乐 小 品 随便 翻 翻 ， 有 动 于 排 遗 工作 疲劳 、 俗 事 闫 
恼 ; 可 以 作为 教师 参考 资料 ， 有 助 于 活跃 课堂 气氛 、 启 迪 学 生 
心智 ; 可 以 作为 学 生 课 外 读物 ， 有 助 于 开阔 眼 异 、 增 长 知识 、 
锻炼 逻辑 思维 能 力 。 即 使 对 于 数学 修养 比较 高 的 大 学 生 、 研 究 
生 甚 至 数学 研究 工作 者 ， 也 会 开卷 有 益 。 数 学 大 师 华 罗 庚 提倡 
“小 敌 不 侮 *"， 上 面 提 到 的 两 个 小 题目 者 有 名 家 做 过 。 从 书 中 
这 类 好 玩 的 小 问题 比比 泗 是 ,说 不 定 有 心 人 还 能 从 中 控 出 宝 
妨 ， 有 所 困 获 呢 。 

哆 哑 不 少 了 ， 打 住 吧 。 谨 以 此 序 祝 《 好 玩 的 数学 》 从 书 


上 成功。 
wes 


2004 年 9 月 9 日 
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数学 枯燥 ， 游 戏 有 趣 ， 数 学 游戏 可 以 化 枯燥 为 有 
趣 ， 在 有 趣 中 提高 思维 能 力 。 
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进位 制 是 人 们 既 熟 悉 而 又 有 待 进一步 探索 的 知识 ， 从 进位 
制 中 展现 、 挖 据 出 数学 游戏 ， 既 侥 有 趣味 ， 又 富 于 思考 ， 特 别 
有 助 于 青少年 学 生 激 发 兴趣 、 开 发 智力 、 增 长 知识 ， 进 行 形象 
思维 与 逻辑 思维 的 训练 ， 有 助 于 素质 教育 、 创 新 教育 的 实施 。 
笔者 在 42 年 的 教学 生涯 中 ， 一 向 对 饱含 数学 要 素 的 游戏 深 感 
兴趣 ， 认 为 数学 与 游戏 是 存在 着 默契 的 。 为 此 ， 笔者 有 意 收 
集 ， 不 断 构 思 ， 写 成 了 这 本 数学 读物 。 

本 书 在 介绍 进位 制 知 识 的 基础 上 ， 通 过 与 进位 制 有 关 的 一 
些 典 型 事例 ， 向 读者 展现 数学 游戏 的 某 些 侧 面 。 数 学 游戏 不 同 
于 一 般 游 戏 。 一 般 游 戏 主 要 是 通过 某 种 活动 ， 唤 起 人 们 情感 的 
伦 悦 和 共鸣 ， 而 数学 游戏 则 主要 是 通过 抽象 和 深思 ， 给 予 人 们 
以 理 管 的 满足 和 神往 。 当 你 对 数学 游戏 所 揭示 的 规律 浮想 联 般 
时 ， 当 你 对 复杂 深奥 的 数学 问题 窖 然 开朗 时 ， 当 你 对 数学 本 身 
的 简洁 和 谐 回味 无 穷 时 ， 当 你 对 中 华 民 族 的 联 明 吞 慧 赞叹 不 已 
时 ,你 的 内 心 会 有 说 不 出 的 惊奇 、 喜 悦 和 陶醉 ， 你 也 就 领悟 到 
了 数学 游戏 乃至 数学 本 身 的 魅力 。 

人 类 在 运用 分 析 推 理 的 同时 ， 便 开始 运用 自身 的 智慧 ， 构 
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造 出 形形色色 的 智力 游戏 ， 以 磨炼 自己 或 后 代 的 思维 。 这 些 游 
戏 大 致 可 以 分 为 两 类 : 一 类 是 以 “ 巧 ”取胜 ， 一 类 是 以 “ 迷 ” 
见长 。 以 “ 巧 ” 取 性 者 ， 巧 中 见 智 ， 智 中 含 趣 ， 集 智 巧 和 趣 
球 于 一 体 。 例 如 ， 古 老 的 过 河 问题 ， 经 历 了 漫漫 历史 长 河 的 大 
浪 淘 沙 ， 至 今 依然 不 乏 诱 人 的 魅力 。 又 如 ， 我 国民 间 源 远 流 长 
的 “ 九 连 环 ”、“ 七 连环 ”， 构 轧 奇 妙 ， 解 法 贷 永 ， 特 性 锭 异 ， 
足以 令 人 拍案 叫绝 。 以 “ 迷 ” 见 长 的 游戏 ， 源 自古 代 ， 发 于 
近代 。 再 如 ， 火 柴 游戏 、 战 秤 称 珠 游戏 、 天 平 称 珠 游戏 等 ， 这 
类 游戏 ， 往 往 富 有 芹 理 内 涵 ， 让 人 “为 伊 消 得 人 惟 惊 ”， 而 
“ 衣 带 渐 宽 终 不 悔 "。 这 类 游戏 ， 为 人 们 (特别 是 青少年 学 
生 ) 提供 了 一 个 “看 得 见 、 摸 得 着 ”的 形象 ， 使 他 们 觉得 如 
十 分 直观 、 容 易 理解 ， 又 饶 有 情趣 、 耐 人 寻味 。 这 类 游戏 ， 
因 来 繁多， 信息 量 大 ,关系 错综复杂 ， 扑 朔 迷 离 ， 因 而 需要 
清晰 的 思路 、 精 细 的 分 析 、 严 密 的 推理 ， 有 时 会 因 一 念 之 
差 ， 铸 成 记 误 ， 以 致 陷于 迷津 ， 然 而， 进行 这 类 游戏 ， 却 可 
以 找到 若干 规律 ， 营 中 得 乐 ， 对 于 启迪 青少年 学 生 创新 思维 
大 有 益处 。 : 

数学 游戏 是 一 种 趣味 性 浓 而 思考 性 强 的 活动 ， 适 合 于 不 同 
年 龄 、 不 同性 别 和 不 同 社会 阶层 的 人 们 ， 因 而 具有 广泛 的 基 
础 。 本 书 在 编写 上 ， 注 意 了 知识 性 、 趣 味 性 、 探 索性 的 结合 ; 
在 编排 上 ， 注 意 了 由 浅 入 深 、 先 易 后 难 。 为 了 使 有 趣 的 游戏 附 
于 事理 情节 ， 本 书 的 故事 内 容 ， 有 的 取材 于 真实 的 资料 ， 有 的 
借助 于 古今 中 外 的 趣事 传说 ， 还 有 的 根据 现实 生活 创作 而 成 。 
读者 在 使 用 本 书 时 ， 可 以 循序 阅读 ， 也 可 以 根据 自己 的 情况 ， 
选读 有 关 的 内 容 ， 或 者 越过 某 些 部 分 ， 往 后 阅读 。 

本 书 在 编写 的 过 程 中 ， 吸 取 和 采用 了 有 关 书 刊 上 的 资料 ， 
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符 别 是 得 到 了 不 少 同志 的 支持 和 指教 ， 在 此 一 并 表示 衷心 的 


感谢 。 
由 于 笔者 水 平 所 限 ， 鸣 漏 之 处 在 所 难免 。 希 望 在 给 广大 读 
者 以 有 益 局 迪 的 同时 ,能 够 得 到 大 家 的 批评 指正 。 


李 友 圭 
2007 年 12 月 1 日 
于 福州 


Xili 


编者 的 话 

第 一 版 总 序 

前 言 

ne 1 
1 光 开 各 省 而 利生 和 en 1 
本 4 
1.3. 直人 7 
1.4 天 进 数 的 大 小 比较 pe 10 
1.5 二 和 进 数 的 四 则 运算 pp 13 
1.6 青 特 而 有 趣 的 乘法 15 
1.7 二 进 制 的 优越 性 和 pp 17 
1.8” 渤 位 制 在 中 国 ne 20 

2 涂 色 游戏 25 
2.1 四 角 同 色 和 矩形 〈 一 ) ee 25 
2.2 四 角 同 色 和 矩形 (二 ee 28 
2.3 四 角 同 色 和 矩形 (三 ) ee 33 
2.4 展览 馆 的 参观 线路 ee 35 

3 猜测 游戏 pp 37 
3.1 猜 姓 游戏 pe 37 
3.2 猜 xXxXx 游 戏 . 41 
3.3 猜 数 游戏 pe S1 
3.4 猜 年 龄 游戏 ee Wn 60 
.9 省 几 丁 二 61 


好 玩 的 数学 
语 ” 进位 制 与 数学 游戏 


4 ”演变 游戏 63 
4 63 
4.2 多 位 演变 游戏 ee 75 
4.3 河中 无 岛 的 过 河 游戏 (一 ) ee 85 
4.4 河中 无 岛 的 过 河 游戏 (二 ) eon. 92 
4.5 河中 有 凡 的 过 河 游 戏 ee 103 

S$S 火柴 游戏 106 
5.1 火柴 游戏 106 
5 二 式 火 业 洲 着 ee 112 

0 配对 游戏 117 
6. 1 拉线 开关 游戏 ee 117 
6.2 ”对 应 标签 游戏 ee 120 

“7 了 上 故 秤 称 珠 游戏 124 
7.1 从 7 颗 珠 谈 起 ee 125 
To i 135 
7.3 找 出 整 箱 的 伪 瑰 pe 149 
7.4 不 止 一 颗 伪 珠 ee 155 

8 天平 称 珠 游戏 165 
8. 1 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 Ce 165 
8.2 “十 二 珠 ” 游戏 172 
8.3 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 ee 190 
| 203 

9 夸 码 . 链条. 链 环 pp 215 
J Oe 215 
0 219 
9.3 并 娄 济 二 (C0 2272 
9.4 链条 游戏 (二)》 pe 225 
9.5 链 环 游戏 (一 》 ee 228 
9.6 链 环 游戏 (二 》 ee 231 
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| | 形形色色 的 进位 制 


在 日 常生 活 和 生产 劳动 中 ， 人 们 几乎 时 刻 都 在 跟 数 打交道 ， 其 中 接 
触 最 多 的 是 目 然 数 。 自 然 数 有 无 穷 多 个 。 我 们 知道 ， 读 数 要 有 名 称 ， 写 
数 要 有 记号 。 对 于 每 一 个 自然 数 ， 如 果 都 用 一 个 独立 的 名 称 和 记号 来 表 
示 它 ， 那 是 办 不 到 的 ， 也 是 不 便 记 忆 和 应 用 的 。 那 么 ， 该 怎么 办 呢 ? 

人 类 经 过 长 期 的 实践 ， 创 造 了 用 少量 的 名 称 和 记号 来 表示 任何 一 个 
自然 数 的 记 数 办 法 。 这 个 记 数 办 法 就 是 根据 位 值 原 则 ， 用 一 定数 量 的 数 
字 来 表示 众多 的 自然 数 。 所 谓 位 值 原则 ， 就 是 把 数字 排 成 横 列 来 表示 一 
个 自然 数 时 ， 每 一 个 数字 除了 表示 本 身 的 值 以 外 ， 还 有 一 个 所 在 的 位 置 
赋予 的 值 ( 即 位 置 值 ) 。 位 值 原则 又 叫做 数字 和 数位 相 结合 的 原则 。 这 
样 ， 即 使 是 同一 个 数字 ， 由 于 它 在 所 表示 的 自然 数 里 有 着 不 同 的 位 置 ， 
也 就 表示 着 不 同 的 数值 。 

不 要 小 看 位 值 原则 ， 以 为 它 平 常 得 很 。 在 历史 上 ， 位 值 原 则 是 杰出 
而 重要 的 思想 ， 是 人 类 文明 的 重要 里 程 碑 之 一 ， 也 是 数学 史上 无 与 伦比 
的 一 个 光辉 成 就 。 当 时 发 明 这 样 一 种 方法 的 困难 之 大 ， 正 如 数学 家 拉 普 
拉 斯 (Laplace，1749 ~ 1827 ) 所 指出 的 那样 ， 可 从 如 下 事实 中 推断 出 来 : 
其 至 像 阿 基 米 德 ( Archimedes ， 公 元 前 287 ~ 前 212) 和 阿波 罗 尼 (Apolo- 
nius， 约 公元 前 260 ~ 前 170) 这 两 位 古代 最 伟大 的 天 才 也 未 能 注意 到 它 。 
现在 看 来 ， 罗 马 数字 未 能 采用 位 值 原 则 也 说 明了 这 一 论断 。 位 值 原则 是 
千 百 年 人 类 智慧 的 结晶 ， 它 给 予 记 数 的 简化 与 计算 的 便当 ， 为 人 们 提供 
了 极为 有 利 的 条 件 。 对 此 ， 马 殉 思 曾经 高 度 地 评价 过 位 值 原则 的 出 现 ， 
称赞 它 是 “最 美妙 的 数学 发 明 ”。 

由 于 人 类 经 常用 双手 来 接触 事物 ， 也 联 经 名 用 双手 的 10 个 指头 来 
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进行 计数 。 成 语 “ 届 指 可 数 ” 正 说 明了 这 一 点 。 一 边 数 ， 一 边 扳 手指 ; 
10 个 手指 扳 满 了 ， 就 在 地 上 放 一 块 石头 (或 者 别 的 东西 )， 用 来 代表 
“十 ”; 然后 再 数 ， 满 了 10 个 ， 再 放 一 块 石头 ; 积 满 了 10 块 石头 ， 再 换 
一 个 其 他 的 东西 ， 用 来 代表 “一 百 ” ……. 这 样 ， 从 计数 的 实践 中 就 逐 
渐 地 形成 了 记 数 的 办 法 : 用 10 个 数字 (数码 ) -一 0，1，2，3，4，5， 
6, 7，8 ，9 一 一 按照 位 值 原则 来 表示 任意 一 个 自然 数 。 这 个 办 法 一 一 计 
数 和 记 数 的 制度 ， 称 为 十 进位 制 ， 简 称 十 进 制 。 这 里 , “十 ”叫做 十 进 
制 的 底数 (或 进 率 ) 。“ 满 十 进 一 ” 是 它 的 一 个 特点 。 这 就 是 说 ， 在 每 相 
邻 的 两 个 数位 之 间 ，10 个 低级 单位 便 可 组 成 一 个 高 级 单位 。 我 们 把 计 
数 和 记 数 时 “ 满 几 进 一 ”的 制度 ,统称 为 数 的 进位 制 。 十 进 制 是 人 类 
用 得 最 经 常 、 最 广泛 、 最 熟悉 的 一 种 进位 制 ?。 在 小 学 数学 里 开始 学 习 
和 研究 的 ， 也 就 是 这 种 十 进 制 的 数 ， 简 称 十 进 数 。 

但 是 ， 人 类 也 用 到 非 十 进 制 。 例 如 ， 二 进 制 、 五 进 制 、 八 进 制 、 十 
二 进 制 、 十 六 进 制 、 二 十 进 制 、 六 十 进 制 等 。 在 人 类 的 记 数 史上 上 ， 十 进 
制 与 各 种 非 十 进 制 都 显示 过 身手 。 即 使 是 现代 ， 也 绝 不 是 十 进 制 的 一 统 
天 下 ， 其 他 各 种 非 十 进 制 都 还 在 起 着 各 自 的 作用 。 

二 进 制 对 于 理论 的 研究 很 有 价值 。 它 在 电子 计算 机 上 有 着 重要 的 应 
用 。 另 外 ,为 了 克服 用 二 进 制 来 表示 一 个 数 往往 书写 较 长 的 缺点 ， 有 的 
电子 计算 机 也 用 到 八进制 (或 十 六 进 制 ) 。 

五 进 制 比 十 进 制 出 现 得 更 早 。 这 是 由 于 在 一 般 情况 下 伸 出 一 只 手 比 
伸 出 一 双手 更 自然 的 缘故 。 五 进 制 曾经 普遍 使 用 于 美洲 大 陆 、 西 伯 利 亚 
北部 与 非洲 的 许多 民族 。 从 现在 尚 在 使 用 的 罗马 数码 每 增加 五 就 创立 一 
个 新 的 符号 中 仍 可 见 到 五 进 制 的 遗迹 。 时 至 今日 ， 玻 里 尼 亚 群 岛 和 美 拉 
尼 西 亚 群岛 上 的 居民 还 在 使 用 五 进 制 。 我 国 的 “五 行 ”也 可 以 说 是 以 
金 、 木 、 水 、 火 、 土 往复 循环 的 五 进 制 。 


中 1920 年 前 后 ， 科 学 家 易 勒 斯 (W. C. Eels) 调查 了 美国 亚 美 利 亚 各 族 的 307 种 原始 的 
记 数 方法 中 ， 发 现 有 146 种 是 十 进 制 的 。 
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十 二 进 制 是 使 用 较 方便 的 一 种 进位 制 ， 因 为 12 能 够 被 1，2，3 ，4， 
6，12 所 整除 。 进 行 除法 运算 的 时 候 ， 十 二 进 制 不 像 十 进 制 那样 经 常会 
出 现 分 数 的 商 。 世 界 上 许多 国家 都 曾经 采用 过 十 二 进 制 。 例 如 ， 一 个 钟 
面 有 12 个 小 时 ， 一 年 有 12 个 月 以 及 西方 国家 有 1 英尺 =12 英寸 ,1 先 
令 =12 便士 等 。 在 英语 、 德 语 中 ，1 到 12 的 数 词 ， 其 词根 都 不 相同 ， 
而 大 于 12 的 数 词 其 词根 就 出 现 循环 重复 的 现象 ， 从 中 也 可 看 出 采用 过 
十 二 进 制 的 痕迹 。 另 外 ， 古 代 罗 马 人 曾经 用 过 十 二 进 制 。 每 12 个 为 一 
个 单位 ， 叫 做 一 打 仁 (Do， 简称 打 )，12 打 仁 叫做 1 格 鲁 斯 (Gro， 简 称 
葛 ) ，12 格 鲁 斯 叫做 1 马 斯 (Mo) 。 现 在 ， 还 经 常 把 12 作为 一 “ 打 ” 来 
计算 物体 的 件数 ， 并 且 在 商业 方面 有 时 也 用 到 “ 葛 ”。 由 于 12 比 10 有 
更 多 的 因数 ， 瑞 典 国王 查理 十 二 世 就 曾经 大 力 推行 过 十 二 进 制 ， 而 在 美 
国 至 今 仍 有 一 个 “美国 十 二 进 制 协会 ”公开 申明 致力 于 十 二 进 制 的 推 
广 普及 工作 。 

十 六 进 制 ， 东 西方 国家 都 曾经 采用 过 。 人 例如， 我国 的 旧 秤 ，1 斤 = 
16 两 ; 在 欧洲 ，1 磅 = 16 和 内 司 ，1 俄 尺 = 16 俄 寸 等 。 

二 十 进 制 ， 它 使 人 们 想起 人 类 的 赤脚 时 代 ， 因 为 对 于 不 穿 鞋 的 部 落 
来 说 ， 利 用 脚趾 是 很 自然 的 事情 。 这 种 进位 制 曾经 被 美洲 印第安 人 所 普 
遍 采 用 ， 并 以 其 用 于 高 度 发 达 的 玛雅 (Maya) 数 系 中 而 称 著 。 欧 洲 一 些 
国家 的 文字 ， 也 留 下 了 使 用 二 十 进 制 的 痕迹 。 例 如 ， 法 语 表 示 80 用 单 
词 quatre-vingts( 四 倍 的 二 十 )， 而 90 则 用 单词 quatre-vingt-dix( 四 倍 的 二 
十 与 十 ) 。 又 如 英语 three-score and seven years ago(67 年 以 前 )， 原 意 是 
“三 个 二 十 又 七 年 以 前 ”。 : 

六 十 进 制 的 使 用 起 源 于 古巴 比 伦 人 (居住 在 现今 的 伊拉克 )。 现 在 
时 间 以 及 度量 角 或 弧 的 单位 里 ， 还 保留 着 60 秒 为 1 分 、60 分 为 1 小时， 
或 60 分 为 1 度 的 规定 。 这 就 是 古巴 比 伦 人 留 给 我 们 的 遗产 。 

我 国 “ 干 支 ”中 的 “天 干 ”( 甲 、 乙 、 丙 、 丁 、 成 、 己 、 庚 、 辛 、 
壬 、 登 ) 是 十 进 制 ，“ 地 文 ”( 子 、 丑 、 实 、 卯 、 辰 、 已 、 午 、 未 、 申 、 
酉 、 戌 、 亥 ) 则 是 十 二 进 制 。 将 10 个 “天 干 ”与 12 个“ 地支 ”循环 相 
人 
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配 形 成 : 甲子 、 乙 丑 、 丙 实 、 丁 卯 、 戊 辰 、 已 已 、 庚 午 、 鞭 未 、 壬 申 、 
淆 西 、 甲 成 、 乙 北 等 60 组， 俗称 “六 十 花甲 子 ”"， 则 是 六 十 进 制 。 我 
国 上 古代 曾 用 “六 十 花甲 子 ”"”、“ 干 文 ” 表 示 年 、 月 、 日 和 时 的 次 序 ， 周 
而 复 始 ， 循 环 使 用 。 现 在 农历 的 纪年 上 ， 仍 有 用 到 。 

另外 ， 还 有 一 季度 有 3 个 月 、 一 个 月 有 3 旬 的 三 进 制 , 一 年 有 四 
季 、 一 小 时 有 4 刻 钟 的 四 进 制 ， 一 星期 有 7 天 的 七 进 制 ， 一 天 有 24 小 
时 的 二 十 四 进 制 ， 一 个 月 有 30 天 的 三 十 进 制 等 。 最 为 古怪 的 是 新 西 兰 
采用 过 十 一 进 制 。 

一 般 人 出 自 使 用 的 习惯 ， 可 能 认为 十 进 制 是 最 好 的 进位 制 。 其 实用 
什么 样 的 进位 制 ， 还 要 根据 生产 实践 的 需要 来 确定 。 例 如 ， 从 天 文 、 历 
法 以 及 数学 上 度量 角 或 弧 的 研究 来 考虑 ， 用 六 十 进 制 就 比较 好 ， 因 为 
60 有 着 较 多 的 因数 : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60, 用 
六 十 进 制 来 算 1/2、1/3、1/4、1/5、1/6 小 时 (或 度 ) 等 于 多 少 分 ， 就 
比 人 们 用 惯 了 的 十 进 制 方便 。 因 此 ， 不同 的 进位 制 有 着 不 同 的 长 处 和 短 
处 ， 不 能 笼统 地 说 哪 种 进位 制 最 好 。 

显然 ， 不 应 有 一 进 制 。 不 然 的 话 ， 满 一 进 一 ， 满 一 进 一 …… 便 会 陷 
人 无 止境 的 进位 之 中 。 这 怎么 能 用 来 表示 一 个 自然 数 呢 ? 因此 ， 除 了 
“1” 以 外 ， 任 何 正 整数 k (kk 宇 2) 都 可 以 作为 进位 制 的 底数 。 于 是 就 有 
了 形形色色 的 进位 制 以 及 用 & 进 制 所 表示 的 数 (简称 有 进 数 )。 


| ,4 进 数 的 表示 法 


我 们 知道 ， 十 进 制 使 用 了 10 个 不 同 的 数字 符号 ， 它 的 底数 是 10， 
它 的 特点 是 满 十 进 一 。 这 样 ，10 个 “一 ” 便 构 成 1 个 “十 ”，10 个 
“十 ” 便 构成 1 个 “ 百 ”, 10 个 “ 百 ” 便 构成 1 个 “ 王 ”，10 个 “于 ” 
便 构 成 1 个 “万 ”…… 也 就 是 说 ， 按 照 位 值 原 则 ， 从 右边 起 ， 第 一 位 
上 的 一 个 单位 是 “一 ”， 第 二 位 上 的 一 个 单位 是 “一 ”的 10 倍 ， 第 三 
位 上 的 一 个 单位 是 “一 ”的 10 倍 ， 第 四 位 上 的 一 个 单位 是 “一 ”的 
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10 倍 ， 第 五 位 上 的 一 个 单位 是 “一 ”的 10 倍 …… 因 此 ， 底 数 10 的 各 
次 寡 恰 好 是 十 进 制 的 各 个 计数 单位 中 。 

例如 ，53862 就 是 

5 3 8 6 2 
第 五 位 第 四 位 第 三 位 第 二 位 第 一 位 

10 位 (万 ) 10 位 ( 千 ) 10 位 ( 百 ) 10 位 (十) 10 位 (个 ) 

这 样 ， 任 何 一 个 十 进 数 都 可 以 写成 各 个 数位 上 的 数 与 它 所 在 的 计数 
单位 (10 的 寡 ) 之 积 的 和 “(一般 采用 从 左 到 右 的 降 颇 排列 ) 的 形式 。 
例如 ， 

53862 =Sx10 +3x10 +8 x10*+6 x10+2 

我 们 掌握 了 十 进 数 的 表示 法 ， 就 不 难 理解 二 进 数 的 表示 法 了 。 类 似 
地 ， 二 进 制 使 用 了 两 个 不 同 的 数字 符号 : 0，1。 它 的 底数 是 2， 它 的 特 
点 是 满 二 进 一 。 

为 了 区 别 起 见 ， 除 了 常用 的 十 进 数 外 ， 对 于 其 他 进位 制 的 数 ， 常 在 
数 的 右 下 角 注 明 进 位 制 的 底数 。 例 如 ， 二 进 数 1011 就 写成 1011(,,， 读 
为 二 进 数 一 、O 〇 O、 一 、 一 。 在 不 发 生 混 清 的 情况 下 ， 有 时 也 可 以 把 右 下 


角 的 底数 省 去 不 写 。 z 
与 十 进 制 相 类 似 ， 二 进 制 也 是 按照 位 值 原则 来 记 数 的 。 从 二 进 数 的 
右边 起 ,第 一 位 上 的 “1” 是 “一 ”, 第 二 位 上 的 “1” 是 “一 ”的 2 


倍 ， 第 三 位 上 的 “1” 是 “一 ”的 2 倍 ， 第 四 位 上 的 “1” 是 “一 ”的 
2 倍 …… 底 数 2 的 各 (自然数) 次 究 也 恰好 是 二 进 制 的 各 个 计数 单位 。 
例如 ，1011,, 就 是 
1 0 1 1 
第 四 位 第 三 位 第 二 位 第 一 位 
2 位 22 位 21 位 29 位 


@ 第 一 位 上 的 计数 单位 “一 ”， 是 底数 10 的 0 次 笑 。 这 种 情况 ， 对 天 进 制 也 适用 ， 因 为 
任 一 正 整 数 上 的 0 次 医 都 等 于 1。 
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这 样 ， 任 何 一 个 二 进 数 都 可 以 写成 各 个 数位 上 的 数 与 它 所 在 的 计数 单 
位 (2 的 器 ) 之 积 的 和 【一 般 采 用 从 左 到 右 的 降 寡 排列 ) 的 形式 。 例 如 ， 
1011, =1x2 +1 x2 +1 
一 般 地 ,上 进 制 (% 为 正 整数 ， 且 k 宇 2) 将 使 用 大 个 不 同 的 数字 符 
号 : 0, 1，…, 上 -1。 它 的 底数 是 k， 它 的 特点 是 满 & 进 一。 按照 位 值 
原则 ， 用 


CnCn-1 ”CI Co 


表示 有 进 数 aia,_1… aiao， 其 中 ，a,，a,-1，"…，Q1，Q0 均 表示 0 -~ 
(kk 一 1) 这 有 个 数 中 的 某 一 个 数 。 但 a, 关 0 (下 标 n, n -1, …, 1,0 
均 为 十 进 数 )。aia,_1… aiao cw) 读 做 有 进 数 a,，a,_1，…，a1，ao。 (从 
左 到 右 ， 依 次 读 出 各 个 数位 上 的 数 的 名 称 ) 。 它 的 各 个 计数 单位 由 是 
第 n+1 位 第 nn 位” … 第 二 位 第 一 位 
大 位 局 -位 … kr 位 有 位 


这 里 ， 底 数 天 的 各 〈 上 自然 数 ) 次 竹 就 是 k 进 制 的 各 个 计数 单位 。 任 何 一 
个 & 进 数 都 可 以 写成 各 个 数位 上 的 数 与 它 所 在 的 计数 单位 (上 的 具 ) 之 
积 的 和 “(一般 采 用 从 左 到 右 的 降 宕 排列 ) 的 形式 。 
QQ 1 0Q1G0 (0 有 =QG +a,_ik"™ +*"*+alk+ao 

对 于 上 进 数 a,a,_1… aiao， 为 研究 方便 ， 一般 称 a 为 它 的 最 高 位 上 
的 数 ， 称 a,_1 为 它 的 次 高 位 上 的 数 …… 并 且 根 据 其 位 数 的 多 少 称 它 为 几 
位 上 进 数 。 

对 于 上 进 制 ， 当 大 于 10 时 ， 现 有 十 进 制 的 10 个 数字 符号 已 不 够 
使 用 。 为 了 表示 大 进 数 就 要 对 数字 符号 作 一 些 增加 。 例 如 ， 十 一 进 制 可 
增加 符号 “0'”( 有 的 书 上 用 “0”) 代表 “十 ”， 十 二 进 制 可 再 增加 符 


@ 十 进 制 有 它 的 小 数 ， 其 计数 单位 是 10 =0.1 (十 分 位 )，10-”=0.01 ( 百 分 
位 ) ，…。 类 似 地 , 左 进 制 也 有 它 的 小 数 ， 其 计数 单位 是 大 , 天“，…。 本 书 只 在 非 负 整数 范 
围 内 讨论 问题 ， 不 介绍 大 进 制 的 小 数 等 方面 的 知识 。 
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1'”( 有 的 书 上 用 “1”) 代表 “十 一 ”等 。 
现在 ， 把 十 进 制 与 二 、 三 、 五 、 八 、 十 二 进 制 的 前 面 几 个 非 负 整数 
列表 对 照 如 表 1-1 所 示 。 


表 1-1 
十 进 制 二 进 制 三 进 制 五 进 制 八进制 十 二 进 制 
0 0 0 0 0 0 
1 1 1 1 1 1 
2 10 2 2 2 2 
3 ii 10 3 3 3 
4 100 11 4 4 4 
5 101 12 10 5 5 
6 110 20 11 6 6 
7 111 21 12 7 7 
8 1000 22 13 10 8 
9 1001 100 14 11 9 
10 1010 101 20 12 0! 
11 1011 102 21 13 1 
12 1100 110 22 14 10 


Pk 
nn 
Pk 
Pk 


13 1101 111 23 


十 进 制 有 3 个 特点 : 有 10 个 数码 ; 满 十 进 一 ; 任何 一 个 十 进 数 都 
可 以 写成 各 个 数位 上 的 数 与 它 所 在 的 计数 单位 之 积 的 和 的 形式 。 

k 进 制 也 有 3 个 特点 : 有 上 天 个 数码 ; 满 & 进 一 ; 任何 一 个 k 进 数 都 
可 以 写成 各 个 数位 上 的 数 与 它 所 在 的 计数 单位 之 积 的 和 的 形式 。 


| j 非 十 进 数 与 十 进 数 的 互 化 


我 们 知道 ， 电 子 计算 机 在 进行 计算 时 ， 要 先 把 十 进 数 化 为 二 进 数 输 
人 和 到 机 器 中 去 。 计 算 之 后 ， 再 把 二 进 数 化 为 十 进 数 输出 。 因 此 ， 要 研究 
非 十 进 数 与 十 进 数 的 互 化 ， 特 别 是 十 进 数 与 二 进 数 的 互 化 。 
7 


“进位 制 与 数学 游戏 
， 进位 制 与 数学 游戏 


例 1 把 十 进 数 99 化 成 二 进 数 。 
根据 二 进 数 “ 满 二 进 一 ” 的 特点 ， 可 以 用 底数 2 去 连 除 99. 


99 :2=49 ( 余 1) …… 余数 1 就 是 所 求 的 第 一 位 上 的 数 ， 
把 商 49 进 到 第 二 位 ; 
49 :=2=24 ( 余 1) …… 余数 1 就 是 所 求 的 第 二 位 上 的 数 ， 
把 商 24 进 到 第 三 位 ; 
24:2=12 ( 余 0) …… 余数 0 就 是 所 求 的 第 三 位 上 的 数 ， 
把 商 12 进 到 第 四 位 ; 
12 :2=6 ( 余 0) …… 余数 0 就 是 所 求 的 第 四 位 上 的 数 ， 
把 商 6 进 到 第 五 位 ; 
6 :2=3 ( 余 0) …… 余数 0 就 是 所 求 的 第 五 位 上 的 数 ， 
把 商 3 进 到 第 六 位 ; 
33:2=1 ( 余 1) …… 余数 1 就 是 所 求 的 第 六 位 上 的 数 ， 
把 商 1 进 到 第 七 位 ; 
1:2=0 ( 余 1) …… 余数 1 就 是 所 求 的 第 七 位 上 的 数 。 
所 以 99 =1100011 ,2 
也 可 以 用 竖 式 来 计算 。 
2 99 余数 
7 49 ] (第 一 位 上 的 数 ) 
7 > 1 | (第 二 位 上 的 数 ) 
2 12 0 | (第 三 位 上 的 数 ) 
2 6 pp: 0 | (第 四 位 上 的 数 ) 
2 < 0 | (第 五 位 上 的 数 ) 
7 2 1 | (第 六 位 上 的 数 ) 
CE 1 | (第 七 位 上 的 数 ) 
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所 以 99 =1100011 ,2 
这 种 方法 通常 叫做 “二 除 取 余 法 ”。“ 二 除 ” 就 是 每 次 都 用 底数 2 
作 除数 ， 除 到 商 是 “0” 为 止 ; “ 取 余 ”就 是 取出 每 次 所 得 的 余数 ， 依 
次 作为 二 进 数 的 从 右 到 左 的 各 个 数位 上 的 数 。 
例 2 把 11101) 化 为 十 进 数 。 
由 于 11101) 可 以 表示 为 各 个 数位 上 的 数 与 它 所 在 的 计数 单位 (2 
的 医 ) 之 积 的 和 的 形式 : 
11101,， =1x2 +1x2 +1 x2 +1 
这 里 ， 等 号 的 右边 都 是 十 进 数 ， 其 值 为 29， 因 此 ， 
11101.,, =29 
也 可 用 竖 式 算法 (这 种 方法 在 有 的 书 上 叫做 “展开 法 ”)。 因 为 二 
进 数 的 特点 是 “ 满 二 进 一 ”， 所 以 在 每 相 邻 的 两 个 数位 之 间 ， 从 高 位 化 
为 低位 , 便 是 “ 退 一 作 二 ”。 在 11101 中 ， 右 起 第 五 位 上 的 1 个 单位 
相当 于 第 四 位 上 的 2 个 单位 ， 再 加 上 第 四 位 上 原 有 的 1 个 单位 ， 便 为 第 
四 位 上 的 3 个 单位 。 照 此 反复 “ 退 ” 下 去 ， 便 可 求 出 结果 。 
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2 
pA 
x2 
6+1=7 
X22 
14+0 =14 
XK 
28+1 =29 


所 以 11101,，=29 
显然 ， 二 进 数 与 十 进 数 的 互 化 方法 可 以 推广 到 其 他 非 十 进 数 与 十 进 
数 的 互 化 。 两 个 底数 不 同 的 非 十 进 数 之 间 的 互 化 ,尽管 情况 比较 复杂 ， 
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但 可 以 用 十 进 数 作为 “中 介 ”， 来 达到 互 化 的 目的 。 对 此 就 不 下 举例 具 
体 论述 了 。 


|,4 k 进 数 的 大 小 比较 


我 们 知道 ， 十 进 数 可 以 比较 大 小 。 它 的 比较 办 法 是 : 如 采 位 数 不 
同 ， 那 么 位 数 多 的 数 就 大 ; 如 果 位 数 相 同 ， 最 高 位 上 的 数 大 的 那个 数 就 
大 ; 如 有 果 最 高 位 上 的 数 相 同 ， 就 比较 次 高 位 上 的 数 ; …… 

这 种 比较 大 小 的 办 法 对 于 上 进 数 还 适用 吗 ? 我 们 回答 : 仍然 适用 。 
例如 ， 

10010,,) >1010,,,， 120120,, <10010211,, 
10101.,, <11001,,，, 2121216,>121212,, 

这 是 为 什么 呢 ? 因为 两 个 k 进 数 ， 位 数 比 较 多 的 数 ， 意 味 着 它 在 其 
最 高 的 数位 上 起 码 有 着 属于 这 一 数位 的 一 个 计数 单位 。 这 是 位 数 比 较 少 
的 数 所 无 法 超越 的 。 两 个 位 数 相同 的 进 数 ， 从 最 高 位 上 的 数 比 起 ， 最 
先 遇 到 的 某 一 位 上 的 数 不 同 时 ， 这 个 数位 上 的 数 大 的 那个 数 ， 就 拥有 属 
于 这 个 数位 的 比较 多 个 的 计数 单位 。 这 也 是 该 数位 上 的 数 小 的 那个 数 所 
无 法 超越 的 。 

根据 大 进 数 比较 大 小 的 办 法 ， 可 以 说 ， 任 何 一 个 自然 数 (通常 用 十 
进 数 表示 ) ， 在 同一 种 进位 制 中 ， 只 有 一 种 表示 形式 。 例 如 ， 在 二 进 制 
中 ，613 只 能 唯一 地 表示 为 二 进 数 1001100101; 在 三 进 制 中 ，613 只 能 
唯一 地 表示 为 三 进 数 211201 等 。 尽 管 一 个 自然 数 在 不 同 进位 制 中 ， 表 
示 的 形式 有 所 不 同 ， 但 是 它 在 同一 种 进位 制 中 ， 却 只 有 一 种 表示 形式 。 
这 是 因为 在 同一 种 进位 制 中 ， 一 个 自然 数 如 果 有 两 种 或 两 种 以 上 的 不 同 
表示 形式 ， 那 么 通过 比较 ,就 有 着 大 小 之 别 ， 那 就 不 是 同一 个 自然 
数 了 。 

运用 上 进 数 表示 式 及 其 比较 大 小 的 办 法 ， 可 以 得 到 一 些 重要 而 有 趣 
的 结论 。 
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例 1 对 于 任 一 非 0 自然 数 m， 假 设 它 满足 2"”” >m 宇 2", nn 为 自然 
数 ， 那 么 m 可 以 唯一 地 表示 为 m=2” +2"”+2”" “+… +2*， 其 中 ， 自 
然 数 满足 nk 太 ，+ 取 + 或 -， 二 者 必 居 其 一 ( 即 m 可 以 唯一 地 表 
示 为 不 超过 2" 的 、2 的 连续 自然 数 指数 的 寡 的 代数 和 ) 。 

例如 ，613 =1001100101 >， 

=2” +2° +2- +2 +2 

Tp A A 

pA pA pS 

=2? +2° +2° +2: -2 -2 +2 -2° 

pe pg ep Ns yp i SAE Ny 
pA 2 2 2 2 十》 SE Wp AB 

这 是 为 什么 呢 ? 我 们 知道 ， 对 于 任何 一 个 给 定 的 非 0 自然 数 m， 都 
可 以 先 把 它 化 为 二 进 数 。 然 后 ， 再 把 这 个 二 进 数 写成 各 个 数位 上 的 数 与 
它 所 在 的 计数 单位 (2 的 寡 ) 之 积 的 和 的 形式 。 由 于 2”* >m 宇 2"， 可 
知 其 中 2 的 容 的 指数 最 高 为 n。 接 着 考察 数位 上 的 数 为 1 的 计数 单位 
(2 的 寡 ) ， 由 于 2 =2 ” -2 对 于 任 一 自然 数 正 均 成 立 ， 从 寡 的 指数 为 
最 低 的 大 开始， 逐次 利用 2 =2 ” -2 进行 演变 ， 使 得 2 的 害 的 指数 从 
Ek 开始 ， 偿 次 上 升 ， 直 到 帘 的 指数 为 最 高 的 n 止 。 这 样 就 可 以 得 到 
m =2"+2" ! +2" ?+… +2*， 其 中 ， 自 然 数 上 满足 n 宇 k 二 0，+ 取 + 或 
- ， 二 者 必 居 其 一 。 

从 比较 数 的 大 小 考虑 ， 容 易 知 道 这 里 的 最 后 结果 是 唯一 的 。 

例 2 对 于 任 一 非 0 自然 数 m， 都 可 以 唯一 地 表示 为 3 的 不 同 自 然 
数 指数 的 寡 的 代数 和 ( 即 都 可 以 由 3 的 不 同 自 然 数 指数 的 寡 ， 每 个 最 多 
用 一 次 ， 通 过 加 、 减 表示 出 来 ) 。 

例如 ，613 =211201 

=2x3 +1x3“+1x3 +2x3’+1 
= (3 -3 ) +1x3 +1x3 +(3 -3 ) +1 
=3° -3 +1 x3“+2x3” -3-+1 
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PONTO NN 


=3° -3 +1x3“+(34-3 ) -32+1 
=35 -3 +2 x3: -3 -32+1 
=3° -35+(33 -3 ) -3 -3 +1 
=3° -3 -3 -32+1 
我 们 知道 ， 对 于 任 一 自然 数 k， 都 有 2 x3 =3” -3 。 这 样 ， 对 于 
任何 一 个 给 定 的 非 0 自然 数 m， 都 可 以 先 把 它 化 为 三 进 数 。 然 后 ， 再 把 
这 个 三 进 数 写成 各 个 数位 上 的 数 与 它 所 在 的 计数 单位 (3 的 寡 ) 之 积 的 
和 的 形式 。 接 着 ， 当 某 一 个 数位 上 的 数 是 0，1 时 ， 不 加 变动 ; 当 某 一 
个 数位 上 的 数 是 2 时 ， 就 利用 上 述 关系 式 进行 演变 。 经 过 整理 若 还 有 某 
一 个 数位 上 的 数 是 2， 则 再 次 进行 上 述 的 演变 。 这 样 ， 最 后 总 可 以 表示 
为 3 的 不 同 自 然 数 指数 的 寡 的 代数 和 。 由 于 任何 一 个 自然 数 ， 都 可 以 唯 
一 地 表示 为 一 个 三 进 数 ， 因 而 这 个 自然 数 也 就 唯一 地 表示 为 3 的 不 同 自 
然 数 指数 的 宕 的 代数 和 。 
例 3 对 于 非 0 自然 数 n， 十 进 数 2" -1 可 以 写成 各 个 数位 上 的 数 
是 1 的 n 位 二 进 数 ， 这 是 最 大 的 nn 位 二 进 数 ;小 于 2” -1 的 十 进 数 所 写 
成 的 二 进 数 ， 只 能 是 各 个 数位 上 的 数 不 全 为 1 的 nn 位 二 进 数 ,或 者 是 位 
数 小 于 的 二 进 数 。 
事实 上 , 2 -1=2"” +2" +…+2+1=11…11,,,。 显 然 ， 这 是 最 
大 的 位 二 进 数 。 
另外 ， 比 2 -1 小 的 数 ， 就 是 比 11…116, 小 的 二 进 数 。 从 比较 数 的 
大 小 可 知 ， 这 样 的 二 进 数 ， 只 能 是 各 个 数位 上 的 数 不 全 为 1 的 位 二 进 
数 ， 或 者 是 位 数 小 于 nn 的 二 进 数 。 
例 4 对 于 非 0 自然 数 n， 十 进 数 3" -1 可 以 写成 各 个 数位 上 的 数 
是 2 的 n 位 三 进 数 ,这 是 最 大 的 n 位 三 进 数 ; 十 进 数 二 -可 以 写成 各 


37 


个 数位 上 的 数 是 1 的 位 三 进 数 ;小 于 一 二 -的 十 进 数 所 写成 的 三 进 数 ， 


只 能 是 从 最 高 位 起 出 现 或 者 连续 出 现 几 个 1， 接 着 出 现 0， 然 后 才 有 可 
能 出 现 2 的 位 三 进 数 ， 或 者 是 位 数 小 于 的 三 进 数 。 
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事实 上 ,3"-1=2x3"” +2x3" +…+2x3+2xl=22…22.3)。 
显然 ， 这 是 最 大 的 位 三 进 数 。 


另外 ， 卫 = 工 -3 43" 3 +1 =11.…110); 比 3 


二 小 的 数 ， 
就 是 比 11…11o 小 的 三 进 数 。 从 比较 数 的 大 小 可 知 ， 这 样 的 三 进 数 ， 
只 能 是 从 最 高 位 起 出 现 或 者 连续 出 现 几 个 1， 接 着 出 现 0， 然 后 才 有 可 


能 出 现 2 的 位 三 进 数 , 或 者 是 位 数 小 于 的 三 进 数 。 


二 进 数 的 四 则 运算 与 十 进 数 的 四 则 运算 ， 在 运算 法 则 、 运 算 顺 序 上 
是 基本 相同 的 。 二 者 的 差别 主要 是 ， 用 “ 满 二 进 一 ” 来 代替 “ 满 十 进 
一 ”"， 用 “ 退 一 作 二 ”来 代替 “ 退 一 作 十 ”。 运 算 时 ， 也 要 先 熟 记 二 进 
数 的 加 法 口诀 与 乘法 口诀 〈 注 意 : 在 不 会 造成 混淆 的 情况 下 ， 这 里 没有 
在 每 个 二 进 数 的 右 下 角 标 上 底数 2)。 


加 法 口诀 : 0 +0 =0， 乘法 口诀 : 0 x0 =0， 
0+1=1， 0Xxl=0， 
1 +0=1, 1 x0 =0， 


1+1=10， Lsel el: 

或 者 列 成 二 进 制 的 加 法 表 与 乘法 表 : 
+|0 1 X 
010 1 0 
1 


1 
0 
1 |1 10 ] 


OO Ol 


有 了 这 儿 个 口诀 就 可 以 进行 二 进 制 的 多 位 数 的 四 则 运算 了 。 例 如 ， 
(1) (2) 
1]11010 1 
+ 1100 -~ 1 
100110 1 
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1010 
人 0 
0000 NR 
1101 1000 
1101 111 
1001110 1 1… 余 数 


由 于 数 的 运算 定律 、 性 质 与 进位 制 无 关 。 因 此 ， 十 进 制 中 有 关 数 的 
运算 定律 、 性 质 ， 对 于 二 进 制 同 样 适用 。 
(1) 求 出 费 马 (Fermat) 数 书 =2 +1l 的 二 进 制 表示 式 。 
=22”+1=100…0+1=100…01 
ee = 
2" 个 0 2"” -1 个 0 
(2) 求 出 梅森 (Mersenne) 数 M, =2" -1 的 二 进 制 表示 式 。 
M =2"-1=100.…0-1=11…1 
-一 一 L 一 一 


2 人 | 


(3) 求 出 偶 完全 数 P, =2"” (2” -1)( 其 中 ,2” -1 是 素数 ) 的 二 
进 制 表示 式 。 


PP =2"”- (2" -1) 

100.…0x (100…0-1) 
-一 上 -一 一 
n-1 个 0 n 个 0 


=100…0x 11.1 
-一 一 


n-1 个 0 nn 个 1 
=1 1…100…0 
上 -一 一 上 -十 一 


n 个 1 n-l1 个 0 


对 于 其 他 进位 数 ， 也 可 以 建立 它们 的 四 则 运算 。 限 于 篇 幅 ， 这 里 不 
再 痪 述 。 
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| ( 奇特 而 有 趣 的 乘法 


现在 介绍 一 种 奇特 而 有 趣 的 乘法 : 用 加 法 来 算 两 个 整数 的 乘法 。 大 
概 有 很 多 人 不 会 一 下 子 就 想到 它 与 二 进 数 的 亲缘 关系 。 

据说 ， 古 老 的 埃塞俄比亚 部 落 民 众 只 能 作 数 的 减 半 与 加 倍 运算 ， 还 
不 了 解 乘法 口诀 。 他 们 唯一 的 运算 工具 是 小 石头 。 可 是 ， 只 会 作 减 半 与 
加 倍 运算 的 他 们 ， 却 能 准确 地 求 出 任何 两 个 整数 的 乘积 。 例 如 ，19 x 
37， 他 们 将 19 块 小 石头 放 左 边 ，37 块 小 石头 放 右 边 。 左 边 的 数目 减 半 
得 9.5， 他 们 是 从 来 不 理 奴 小 数 部 分 的 ， 将 其 中 的 0.5 舍弃 ， 而 将 整数 
商 9 表示 在 19 的 下 面 ; 同时 ， 将 右边 的 数 37 加 倍 得 74， 把 74 表示 在 
37 的 下 面 。 如 此 反复 进行 直至 左边 一 栏 的 数 成 1 为 止 。 于 是 ， 从 上 到 
下 得 到 一 系列 数 ， 左 列 : 19，9，4，2，1; 右 列 : 37，74，148 ，296， 
592。 运 算 过 程 为 


19 x 37 19 x 37 

9 74 9 74 

4 148 一 4 一 一 一 一 48 一 

2 296 -一 290 一 

] 592 1 592 
703 


埃塞俄比亚 的 部 落 民众 是 很 迷信 的 。 他 们 认为 左边 一 栏 上 的 偶数 以 
及 同行 右边 一 栏 上 的 数 是 邪恶 有 罪 的 ， 必 须 一 起 去 掉 。 于 是 去 掉 左边 的 
4 及 其 右边 的 148， 左 边 的 2 及 其 右边 的 296 ， 然 后 将 右边 一 栏 的 各 数 相 
加 就 得 到 正确 答案 37 +74 +592 =703， 即 19 x37 =703。 

在 埃塞俄比亚 的 部 落 民 众 算法 中 , 左 、 右 两 栏 数 看 似 无 关 ， 为 什么 
却 能 求 出 两 个 整数 的 积 呢 ? 这 里 的 奥妙 在 哪儿 呢 ? 原来 左 列 实际 上 是 做 
了 化 十 进 数 19 为 二 进 数 的 工作 。 从 下 到 上 这 列 数 的 奇偶 性 是 : 奇 、 偶 、 
偶 、 奇 、 奇 。 把 “ 奇 "”、“ 偶 ”分 别 用 “1”，“0” 来 表示 ， 就 得 到 
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10011，。 这 就 是 19 相应 的 二 进 数 ， 即 19 =10011,，=2” +2' +1。 右 列 
实际 上 是 : 37，37 x2，37 x2  ，37 x2 ，37 x2 。 划 去 与 左 列 的 偶数 同 
一 行 的 数 ， 实 际 上 就 是 去 掉 19 相应 的 二 进 数 10011, 中 ， 某 些 数位 上 
的 0 与 其 计数 单位 〈2 的 寡 ) 的 积 。 因 此 ， 其 和 37 +74 +592 =703， 就 
是 37 +37 x2 +37 x2 =(2 +2 +1) x37 =10011 x37 =19 x37 
的 积 。 
埃塞俄比亚 的 部 落 民众 的 这 种 算法 ， 也 可 以 用 小 学 数学 知识 来 说 
明 : 对 相 乘 的 两 个 整数 同时 进行 除 以 2 和 乘 以 2 的 运算 ， 当 第 一 个 乘 数 
为 偶数 时 ， 除 以 2 能 整除 ， 其 实质 是 将 因子 2 从 第 一 个 乘 数 转移 到 第 二 
个 乘 数 ， 积 不 会 发 生变 化 ; 当 第 一 个 乘 数 为 奇数 时 ， 除 以 2 有 余数 ， 则 
需要 将 去 掉 余数 相应 的 积 加 上 去 ， 因 此 积 也 不 会 发 生变 化 。19 x37 的 
具体 演变 过 程 如 下 : 
19 x37=(19 :2) x(37 x2)=(9+0.5) x74 =9 x74 +37 
=(9+2) x(74x2) +37=(4+0.5) x148 +37 
=4 x148 +74+37=(4+:2) x(148 x2) +74 +37 
=2 x296 +74 +37=(2-:2) x(296 x2) +74 +37 
=1] x592 +74 +37 =392 +74 +37 =703 
如 果 交 换 相 乘 两 个 整数 的 位 置 ， 那 将 会 怎样 呢 ? 


37 x 19 37 Xx 19 
18 38 一 芭 一 一 一 到 一 
9 76 9 76 
4 152 一 4 一 一 一 +452 一 
2 304 0 
1 608 1 608 
703 


这 就 是 说 ， 两 个 整数 相 习 ,不 管 是 哪个 数 减 半 ， 哪 个 数 倍 加 ， 痢 没 

有 关系 ， 所 得 的 结果 是 一 样 的 。 可 以 随便 拿 两 个 整数 来 试 试看 ， 最 后 的 
答案 总 是 正确 的 。 用 这 样 的 办 法 求 两 个 整数 的 积 之 所 以 都 是 正确 的 ， 原 
1 
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来 这 里 进行 的 是 把 一 个 十 进 数 化 为 二 进 数 ， 再 把 二 进 数 化 为 十 进 数 黑 
了 。 只 是 埃塞俄比亚 的 部 落 民众 当时 还 不 知 其 所 以 然 。 

俄罗斯 过 去 有 许多 地 区 的 农民 也 会 用 这 种 算法 ， 因 此 这 种 算法 也 称 
为 “俄罗斯 算法 ”。 

世界 上 有 许多 现象 ， 光 凭 外 观 是 很 难 洞悉 它 内 在 本 质 的 。 似 乎 风 马 
牛 不 相 及 的 两 件 事 ， 却 有 着 干 丝 万 缕 的 联系 。 


| /二进制 的 优越 性 


从 前 面 对 照 表 中 可 以 看 出 ， 用 二 进 制 来 表示 一 个 数 ， 特 别 是 遇 到 大 
数 的 时 候 ， 往 往 书 写 较 长 ， 识 读 起 来 不 很 方便 。 但 是 这 对 电子 计算 机 来 
说 ， 是 无 关 紧 要 的 。 电 子 计算 机 为 什么 要 采用 二 进 制 呢 ? 这 是 因为 二 进 
制 有 着 许多 优越 性 。 

首先 ， 二 进 制 的 表示 方法 简单 。 它 只 有 两 个 数字 符号 ， 每 一 个 数位 
上 不 是 0， 就 是 1。 这 给 计算 机 的 设计 带 来 了 很 大 的 方便 : 只 要 能 找到 
一 种 具有 两 个 稳定 状态 的 元 件 就 可 以 了 。 在 现实 生活 中 ， 具 有 两 个 稳定 
状态 的 元 件 是 很 多 的 。 例 如 ， 开 关 的 “ 开 ” 与 “ 关 ”， 电 流 的 “ 通 ” 与 
“ 断 ”， 电 位 的 “高 ”与 “ 低 ”， 氟 灯 的 “ 亮 ” 与 “ 灭 ”， 电 脉冲 的 
“有 ”与 “无 "， 光 盘 记录 点 的 “ 凹 ”与 “ 凸 ”， 磁 盘 记 录 点 的 “ 充 磁 ” 
与 “ 消 磁 ”， 继 电器 的 “闭合 ”与 “ 断 开 ”， 唱 体 管 的 “截止 ”与 “ 通 
导 ”， 纸 带 的 “穿孔 ”与 “无 孔 ”等 。 如 果 在 计算 机 上 采用 其 他 进位 
制 ， 则 需要 具有 多 于 两 个 稳定 状态 的 元 件 。 例 如 ， 十进制 就 需要 具有 
10 个 稳定 状态 的 元 件 ， 这 在 技术 上 是 困难 的 ， 而 且 线 路 复杂 ， 造 价 昂 
贵 ， 维修 不 便 ， 可 靠 性 低 。 

其 次 ， 用 二 进 制 来 表示 一 个 数 可 以 尽量 少 用 元 件 。 例 如 ， 在 十 进 制 
中 ,表示 0~9 这 10 个 不 同 的 数 ， 需 要 10 个 元 件 ; 而 在 二 进 制 中 ， 表 
示 这 10 个 数 ， 虽然 要 用 到 四 位 数 ， 但 是 每 位 只 需 2 个 元 件 ， 一 共 是 8 
个 元 件 。 可 见 用 二 进 制 比 十 进 制 节省 设备 。 不 仅 如 此 ， 这 8 个 元 件 在 二 
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进 制 中 ， 它 可 以 表示 16 个 数 (0000 ~1111)。 电 子 计算 机 中 每 表示 一 个 
数字 ， 就 需要 用 一 个 元 件 。 人 们 总 是 希望 所 用 元 件 的 总 数 尽 量 少 一 
些 ， 以 便 节 省 设备 ， 缩 小 体积 ， 降 低 造价 。 到 底 采 用 哪 一 种 进位 制 能 
达到 这 个 目的 呢 ? 理论 上 可 以 证 明 : 当 进 位 制 的 底数 为 e=2.7183… 
( 即 自然 对 数 的 底 ) 时 ， 能 使 计算 机 的 设备 最 省 山 。 由 于 与 e 最 接近 的 
整数 是 2 与 3， 考虑 到 机 器 的 结构 ， 所 以 在 计算 机 上 采用 二 进 制 可 节省 
元 件 。 

下 次， 二进制 的 四 则 运算 比较 简单 ， 可 以 大 大 提高 运算 速度 。 这 对 
电子 计算 机 来 说 是 至 关 重 要 的 。 进 行 其 他 进位 制 的 四 则 运算 要 熟 记 加 法 
与 乘法 的 口 雇 很多。 例如， 进行 十 进 制 的 四 则 运算 ， 就 要 熟 记 加 法 与 乘 
法 的 九 九 表 ， 各 有 55 个 口诀 @， 而 进行 二 进 制 的 四 则 运算 只 要 记 住 加 法 
与 乘法 的 口诀 各 3 个 : 

加 法 口诀 :0+0=0,0+1=1,1+1=10。 

乘法 口诀 :0x0=0,0xl=0,1xl=1l。 


@ 这 里 提供 一 个 证 明 : 
对 于 某 一 个 自然 数 m， 如 果 用 上 & 进 制 来 表示 m 时 ,位 数 为 rn， 需 要 元 件 的 总 数 为 s， 那 么 
s =nk。 同 时 klI<sm<k 
取 这 三 个 数 的 对 数 ， 得 
(n-l)nk <Inm<nink 


kinm klnm 
nk ~ Ink 


用 n =s/k 代入， 经 整理 得 +k 


由 于 大 于 呈 亚 ， 且 不 大 于 乞 呈 亚 + 的 整数 共有 上 上 个。 这 上 个 连续 整数 除 以 上 所 得 的 余数 
各 不 相同 ， 其 中 必 有 一 个 余数 为 0。 因 此 ， 满 足 上 述 不 等 式 且 能 被 上 整除 的 整数 * 总 是 存在 的 。 
由 于 jn m 是 常数 ，* 的 值 就 随 着 的 值 的 变化 而 变化 。 当 上 到 何 值 时 ，* 有 最 小 值 呢 ? 令 
k 
yk 
显然 ，y 取 最 小 值 时 ，s 亦 取 最 小 值 。 我 们 求 y 关于 上 的 导数 ， 得 
,Ink-l 
In £)? 


y 


令 yY=0, 得 Ink = 1， 所 以 上 =e。 
@ 在 k 进 制 中 ， 加 法 与 柔 法 的 口 雇 各 有 k(k+1) :2 个 。 
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最 后 ， 采 用 二 进 制 还 可 以 十 分 方便 地 进行 各 种 逻辑 和 运算。 二 进 制 运 
算 中 的 两 个 变量 1 与 0， 如 果 把 它们 分 别 看 成 是 真 命题 与 假 命题 的 逻辑 
值 ， 那 么 就 可 以 进行 二 值 逻辑 和 运算。 从 而 使 计算 机 能 够 进行 判断 和 推 
理 , 代 蔡 人 们 部 分 的 脑力 劳动 。 

由 于 上 述 这 几 个 原因 ， 电 子 计算 机 广泛 采用 二 进 制 。 这 是 二 进 制 的 
优越 性 所 决定 的 。 

为 了 克服 用 二 进 制 来 表示 一 个 数 往 往 书写 较 长 的 缺 点 ， 我 们 前 面 讲 
过 ， 有 的 电子 计算 机 也 用 到 了 八进制 〈 或 十 六 进 制 ) 。 这 是 由 于 一 位 八 
进 数 正好 相当 于 三 位 二 进 数 ， 而 且 能 够 一 一 对 应 : 

0 =0000) ， 4 =100o， 
1 =0012 ， 5) =1010) 
2s) =010¢,,, 60) =110,,, 
3s) =0112 ， 7 =111,,, 
因此 ， 八 进 数 与 二 进 数 之 间 的 转换 就 十 分 方便 。 例 如 ， 由 于 
08) =101¢6), 0 =000¢,), 4 =100.») 
有 
304,s) = 101000100,,, 

另外 ， 如 果 在 适用 二 进 制 的 机 器 中 ， 储 存 一 个 十 进 数 。 例 如 ，m = 
1893 ， 未 必要 先 把 m 化 为 二 进 数 然后 再 输入 。 可 以 只 译 出 它 的 各 位 
数字 : 

1 =0001 ， 8 = 1000,,) 

9 =1001.,,,， 3 =0011,,, 
然后 ， 以 0001 ，1000，1001 ，0011 作为 m 存 人 机 器 。 这 是 很 方便 的 一 
种 办 法 。 用 这 种 办 法 得 到 的 数 称 为 二 进 制 编码 的 十 进 数 。 它 在 实践 上 是 
十 分 有 用 的 。 


好 玩 的 数学 


| 进位 制 在 中 国 


中 国 是 伟大 的 文明 古国 。 中 国 是 世界 上 最 早 发 明 并 使 用 十 进 制 记 数 
法 的 国家 之 一 。 这 方面 较 早 的 佐证 是 ，1889 年 从 河南 安阳 〈 殷 朝 的 都 
城 ) 发 气 出 的 一 批 古代 龟甲 和 兽 骨 上 刻 的 象形 文字 。 那 是 三 千 多 年 前 的 
急 代 甲骨 文 ， 有 着 许多 数字 的 记录 。 据 权威 考古 学 家 鉴定 ， 在 一 片 龟甲 
上 肇 着 : “ 八 日 辛 北 允 戈 伐 二 千 六 百 五 十 六 人 ”【〔 在 八 日 辛 效 那 天 的 战 
斗 中 ,歼灭 敌人 二 千 六 百 五 十 六 人 )。 这 就 清楚 地 表明 ， 人 至 少 在 三 干 年 
前 ， 中 国 就 已 经 采用 了 十 进 制 记 数 法 。 

远 在 春秋 时 期 ， 中 国人 就 已 经 用 算 筹 (也 称 筹 或 策 ， 它 通常 是 竹 制 
的 ， 也 有 用 木 、 骨 等 制 的 ， 有 着 一 般 长 短 、 一 般 粗 细 的 小 棍 ) 来 记 数 
了 ， 十 进位 值 制 就 更 加 完善 了 。 用 算 筹 来 表示 数目 有 纵横 2 种 方式 : 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 
维 式 | 上 人 州 册 械 古 
三 本 


芭 一 一 三 三 三 


而 而 
-上 二 

我 国 古代 著名 数学 著作 《夏侯 阳 算 经 》 对 此 曾经 指出 : “ 满 六 以 
上 ， 五 在 上 方 ， 六 不 积 算 ， 五 不 单 张 ”( 在 记 数 的 时 候 ， 满 六 以 上 ,用 
一 根 算 筹 当 五 ， 放 在 上 面 ， 不 能 并 排 用 六 根 算 筹 记 六 ， 也 不 能 单 用 一 根 
算 筹 表示 五 ) 。 可 以 看 出 ， 这 里 有 着 五 进 制 的 痕迹 。 

为 了 表示 一 个 多 位 数 ， 我 国 古代 著名 数学 著作 《孙子 算 经 》 指出: 
“ 凡 算 之 法 ， 先 识 其 位 。 一 纵 十 横 ， 百 立 千 僵 ， 千 十 相 望 ， 万 百 相当 ” 
(用 算 筹 记 数 和 运算 ， 首 先 要 识别 筹 的 位 置 。 算 筹 有 纵 、 横 两 种 格式 。 
个 位 用 纵 式 ， 十 位 用 横 式 ， 百 位 用 纵 式 ， 千 位 用 横 式 ， 所 以 千 位 与 十 位 
隔 位 相 望 ， 万 位 与 百 位 也 有 与 此 相当 的 情况 ) 。 例 如 ， 四 位 数 2469， 用 


算 筹 来 表示 就 是 = 川 工件 。 算 筹 的 纵横 交错 摆 放 ， 准 确 地 指出 了 各 个 
数码 所 在 的 位 置 ， 而 且 不 易 混淆 ， 轻 巧 灵活 地 解决 了 古代 巴比伦 人 没 能 
解决 的 难题 ， 充 分 显示 了 我 国 古代 人 民 高 超 的 数学 才能 。 
零 的 记号 是 位 值 制 的 精髓 ， 没 有 表示 零 的 方法 ,位 值 制 就 不 完善 。 
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古代 巴比伦 人 虽然 很 早 就 获得 了 位 值 制 的 思想 ， 但 缺乏 适当 的 零 号 。 印 
度 人 在 公元 876 年 以 后 才 正 式 使 用 现在 的 0 号 。 而 中 国 古 代数 学 家 通过 
摆弄 算 筹 ， 轻而易举 地 最 先 获得 了 这 项 极其 重要 的 发 明 。 在 算 筹 中 ， 空 
一 格 的 地 方 就 表示 零 。 例 如 ，7208 记 作 士 而。 即使 零 在 个 位 ， 由 于 各 
位 数字 纵横 相间 ， 也 不 会 互相 混淆 。 例 如 ，1940 记 作 一 仙 三 ，194 记 
作 | 雪 川 。 算 筹 ， 这 些 普通 的 小 竹 棍 ， 在 我 们 祖先 手中 竞 像 “ 磨 棍 ” 般 
展示 了 如 此 众多 的 数学 奇迹 ， 不 能 不 使 我 们 为 祖国 数学 家 的 聪明 才智 感 
到 由 衷 的 骄傲 。 

显然 ， 这 种 记 数 方法 不 但 利于 计数 ， 也 利于 进行 数 的 四 则 运算 。 算 
筹 是 当时 世界 上 最 灵巧 的 计算 工具 。 比 较 了 古代 几 种 文明 的 记 数 方法 以 
后 ， 我 们 可 以 自豪 地 看 到 ， 在 人 类 文化 发 展 的 早期 ， 古 代 中 国 的 数学 成 
就 远 远 领先 于 其 他 各 国 而 居于 世界 的 最 前 列 。 

二 进 制 是 德国 数学 家 莱 布 尼 菊 (Leibniz，1646 ~1716) 最 早 明确 提 
出 的 。 但 是 ， 二 进 制 的 思想 萌芽 却 可 以 一 直 追 溯 到 公元 前 一 千年 左右 成 
书 的 我 国 经 典 著 作 《 易 经 》。《 易 经 》 里 写 道 :“ 无 极 生 太极 ， 太 极 生 两 
仪 ， 两 仪 生 四 象 ， 四 象 生 八卦 ”。 这 就 是 说 : 未 分 是 一 ， 一 分 为 二 ， 二 
分 为 四 ， 四 分 为 八 。 用 现代 的 数学 式 子 表示 ， 可 以 写成 2 =1, 2 =2， 
2 =4, 2 =8。 这 里 ，2” =1， 可 以 理解 为 2 尚未 “分 ”时 是 1，2: =2 
可 以 理解 为 分 一 次 为 2， 以 下 类 推 。 这 一 串 数 可 以 看 成 是 二 进 制 中 的 各 
位 的 位 值 。 

我 国 古代 劳动 人 民 为 了 适应 生产 上 的 需要 ， 便 于 研究 天 文 、 地 理 ， 
发 明了 两 种 基本 的 记 数 符号 : 阳 交 (区 ,读音 为 Yao)“ 一 一 ”( 肯 定 ) 
与 阴 区 “一 一 ”( 否 定 )。 这 两 种 交合 称 “ 两 仪 。 每 次 取 两 个 ， 就 有 4 
种 不 同 的 排列 法 ， 对 这 4 个 符号 ， 分 别 规定 了 名 称 ， 便 组 成 “四 象 ”: 


太阳 ” 少 阴 ” 少 阳 太阴 
每 次 取 3 个 ， 就 有 8 种 不 同 的 排列 法 ， 对 这 8 个 符号 ， 分 别 规定 了 
名 称 ， 便 组 成 “八卦 ”: 
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ove 


离 
(qidn) (kun) (zhen) (gen) (站 (kan) (dul) (xun) 
为 了 便于 记 住 “八卦 ”的 符号 ， 古 人 还 根据 它们 的 形状 特征 ， 编 有 如 

下 口 决 : 乾 三 连 ， 坤 六 断 ， 震 仰 更 ， 归 履 硫 ， 离 中 虚 ， 坎 中 满 ， 竞 上 和 缺 ， 

中 下 灯 。 

每 个 卦 的 上 、 中 、 下 3 个 部 分 叫做 “三 区 ”。 上 面 的 、 中 间 的 、 下 

面 的 分 别 叫做 “上 区”、“ 中 交 ”、“ 初 交 ”。 如 果 把 阳 交 “一 一 ”看 作 

数字 符号 “1”， 阴 关 “ 一 一 ”看 作 数 字符 号 “0”， 并 且 自 下 而 上 , 把 

初 艾 、 中 区 、 上 区 依 次 看 成 是 第 一 位 、 第 二 位 、 第 三 位 上 的 数 ， 那 么 上 

面 的 “八卦 ”恰好 与 二 进 数 相对 应 ( 表 1-2)。 
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表 1-2 

卦 名 符 号 对 应 的 二 进 数 。” ”对 应 的 十 进 数 
坤 - 000 0 

震 3s 001 1 

坎 三 010 2 

部 三 011 3 

民 Ss 100 4 

离 三 101 5 

斐 三 110 6 

辊 三 111 7 


“八卦 ” (图 1-1) 源 于 我 国 ， 相 传 为 上 古 和 圣人 伏 
尺 氏 所 首创 〈 如 此 ,“ 八 卦 ” 便 有 五 万 多 年 的 历史 )。 

在 平面 解析 几何 中 ， 直 角 坐 标的 4 个 “象限 ”的 
“ 象 ” 字 ， 是 从 “四 象 ”借用 来 的 ; 在 立体 解析 几何 
中 ,第 卡 儿 坐标 的 八 个 “ 卦 限 ” 的 卦 字 ， 也 是 从 “ 八 
卦 ”借用 来 的 。 我 们 在 罗盘 上 还 可 以 看 到 如 图 1-1 所 
图 1-1 示 的 太极 八卦 图 。 莱 布 尼 蒋 对 太极 八卦 图 极为 赞赏， 
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称赞 它 是 “流传 在 宇宙 间 科学 中 之 最 古老 的 纪念 物 ”。 古 老 的 文化 往往 算 界 
着 神秘 的 色彩 。 太 极 八卦 图 也 不 例外 。 古 人 认为 ， 阴 阳 二 气 是 宇宙 之 本 。 
所 以 在 太极 八卦 图 的 正中 央 画 的 是 一 对 头 尾 相 咬 的 阴阳 鱼 ， 周 围 画 上 “ 八 
卦 "。“ 八 卦 ”的 8 个 符号 ， 常 常用 来 表示 不 同 的 方位 ;同时 “八卦 ”的 8 
个 符 导 也 用 来 代表 自然 界 的 不 同事 物 ， 详 见 表 1-3。《 易 经 》 认 为 自然 界 是 
由 这 “ 八 物 ”构成 的 。 其 中 “天 ”是 父 ，“ 地 ”是 母 ， 亦 是 其 他 “六 物 ” 
的 “父母 "。 另 外 ， 在 家 庭 中 ,“ 八 卦 ” 亦 分 别 有 所 代表 ( 表 1-3)。 由 于 太 
极 八卦 图 的 结构 奇特 ， 人 们 对 它 有 变幻 莫 测 之 感 。 因 此 ， 古 人 把 它 用 于 占 
卜 ， 宣 扬 “ 天 命 "， 使 它 又 蒙 上 了 -一 层 迷信 的 烟尘 。 


表 1-3 
卦 名 符号 方位 自然 界 的 事物 家 庭 成 员 
上 三 ”西北 天: 漫 无 边际 ， 连 绵 不 断 父 
震 EF 东 雷 划 破 天 空 ， 但 不 破 地 长 男 
坎 Se 北 水 : 雨天 为 断 ， 地 储 为 中 男 
民 三 东北 山 : 拔 地 而 起 ， 高 人 云端 少男 
加 三 ”东南 。 风 ; 席 郑 大地， 天 空 依然 长 女 
离 南 火 : 欲 燃 天 地 ， 唯 却 中 虚 中 女 
况 四 本 泽 : 上 藏 有 水 ， 但 无 深 源 少女 
寺 := ”西南 。。 地 : 断裂 成 谷 ， 深 源 成 河 母 


在 《 易 经 》 里 ， 又 将 上 述 的 “八卦 ”推演 为 “64 卦 ”和 “384 
艾 ”。 例如, “64 卦 ”就 是 由 每 两 个 “八卦 ”互相 搭配 而 成 的 。 也 就 是 
说 ,每 次 取 6 个 艾 ， 就 可 以 得 到 64 种 不 同 的 排列 法 。“64 卦 ”对 应 的 
二 进 数 000000 到 111111， 即 0 到 63 这 64 个 数 。《 易 经 》 里 有 着 它们 相 
应 的 卦 名 ， 用 来 象征 各 种 自然 现象 和 人 事 现 象 ， 这 在 《 易 经 》 里 有 着 
详细 的 论述 ， 如 表 1-4 所 示 。 
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表 1-4 
卦 名 坤 剥 比 观 珍 师 随 
午 汪 “3 
二 进 数 000000 000001 000010 000011 000100 010000 100110 
十 进 数 0 1 2 3 4 16 38 


曾 在 中 国清 朝 康 照 皇帝 身边 工作 过 的 法 国 传道 士 鲍 威 特 1701 年 11 
月 寄 给 莱 布 尼 次 两 个 “ 易 图 ”: 《 伏 发 六 十 四 卦 次 序 图 》、《 伏 八 六 十 四 
卦 方位 图 》。 从 这 两 个 图 中 ， 莱 布 尼 蒋 进一步 看 到 “八卦 ” 扩 演 为 “六 
十 四 卦 ”的 奥妙 。1703 年 ， 莱 布 尼 次 的 数学 论文 《 论 二 进 制 算术 》， 系 
统 地 论述 了 二 进 制 的 理论 。 莱 布 尼 茨 认 为 ， 世 界 上 最 早 的 二 进 制 产 生 于 
中 国 的 “八卦 ” ， 并 对 传说 中 创造 “八卦 ”的 伏 义 氏 十 分 和 敬佩， 对 《 易 
经 》 评 价 极 高 。 莱 布 尼 菊 非 常 感谢 我 国 “ 八 卦 ”对 他 的 启示 。 当 他 发 
现 几 千年 前 的 《 易 经 》 中 的 符号 系统 竟 与 二 进 制 不 谋 而 合 的 时 候 ， 心 
情 非常 激动 ， 他 曾经 向 关心 数学 的 康 巾 皇帝 写 过 一 封 热 情 洋溢 的 信 ， 其 
至 表示 愿意 加 入 中 国 国 籍 。 
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运用 进位 制 的 知识 可 以 进行 很 多 的 数学 游戏 。 先 从 涂 色 游戏 谈 起 。 

如 果 给 你 黑 、 白 两 种 颜色 ， 要 你 在 4 xz 的 方 格 纸 上 (n 为 不 小 于 2 
的 某 一 正 整数 ) ， 每 一 个 方 格 用 黑色 或 者 曰 色 进 行 涂 色 游戏 。 涂 了 知 干 
行 后 ， 出 现 一 个 “四 角 同 色 和 矩形 ”， 即 由 方 格 纸 的 水 平 线 和 垂直 线 所 构 
成 的 、4 个 角 上 的 方 格 是 同一 颜色 的 矩形 (如 图 2-1 中 所 画 出 的 一 个 那 
样 )。 你 一 定 认 为 ， 这 实在 是 太 容易 了 ， 一 点 都 不 感到 困难 。 

现在 换 一 个 角度 提出 游戏 问题 : 同样 是 给 你 黑 、 白 两 种 
颜色 ， 要 你 在 4 xz 的 方 格 纸 上 (n 为 不 小 于 2 的 菜 一 正 整 
数 ) ， 每 一 个 方 格 用 黑色 或 者 白色 进行 涂 色 游戏 。 涂 了 在 干 行 
后 ， 要 求 总 找 不 到 “四 角 同 色 和 矩形 ”。 你 最 多 能 涂 多 少 行 呢 ? 

这 是 一 个 颇 为 伤 脑筋 的 问题 .对 于 所 找到 的 正 整数 n， 一 方面 要 证 
明 当 所 涂 的 行 数 比 n 大 时 ， 尽 管 可 以 有 各 种 各 样 的 涂 法 , 但是“ 四角 同 
色 和 矩形 ”都 是 可 以 找 出 来 的 ; 另 一 方面 要 证 明 当 所 涂 的 行 数 等 于 时， 
的 确 存 在 一 种 涂 法 ,“ 四 和 角 同 色 和 矩形 ”是 不 存在 的 。 现 在 利用 二 进 数 的 
知识 来 巧妙 地 解决 这 个 伤 脑筋 的 问题 。 以 0 表示 黑色 ，1 表示 白色 。 这 
样 ， 从 上 到 下 每 一 行 就 表示 一 个 四 位 二 进 数 (如 图 ， 上 起 第 一 行 表示 
0110) 。 反 之 ， 每 一 个 四 位 二 进 数 就 表示 一 行 的 涂 法 。 一 行 的 涂 法 与 一 
个 四 位 二 进 数 是 一 一 对 应 的 。 由 于 每 一 行 有 4 个 格 ， 因 此 ， 能 且 仅 能 表 
示 (2 = )16 个 四 位 二 进 数 。 

显然 ， 一 旦 有 两 行 的 涂 色 所 表示 的 四 位 二 进 数 是 相同 的 ， 就 可 以 找 
到 “四 角 同 色 和 矩形 。 为 了 避免 这 种 情况 的 出 现 ， 不 能 重复 使 用 同一 个 
四 位 二 进 数 。 现 在 ， 把 所 有 的 16 个 四 位 二 进 数 进行 分 组 ， 要 求 每 一 个 
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组 内 的 任意 2 个 四 位 二 进 数 ， 都 必定 至 少 有 2 对 同 数 位 上 的 数 是 相同 
的 ， 而 且 两 者 是 同一 个 数字 。 表 2-1 就 是 符合 这 个 要 求 的 分 成 6 组 的 一 
种 分 法 〈 当 然 ， 还 可 以 有 其 他 的 分 法 ) 。 根 据 狄 利克 雷 抽 屠 原理 ， 从 16 
个 四 位 二 进 数 中 ,， 任 取 7 个 ， 就 必定 至 少 有 2 个 在 同一 个 组 内 。 这 样 就 
意味 着 ,在 4 x7 的 方 格 纸 上 进 行 涂 色 游 戏 ， 总 可 以 找到 “四 角 同 色 


矩形 ”。 
表 2-1 
组 别 二 进 数 。 ”对 应 的 十 进 数 
0000 0 
0001 1 
. 0010 2 
0011 3 
0100 4 
0101 5 
0110 6 
® 0111 7 
1000 8 
S 1001 9 
1010 10 
® 1011 11 
1100 12 
1101 13 
© 1110 14 


1111 15 


另 一 方面 ， 要 在 4 x6 的 方 格 纸 上 构 造 出 一 种 “四 角 同 色 和 矩形 ”都 

不 存在 的 涂 法 ， 就 必须 使 每 行 涂 色 所 对 应 的 四 位 二 进 数 分 别 来 自 表 2-1 
的 6 个 不 同 的 组 。 现 在 ， 从 Q@ 组 开始 ， 逐 组 加 以 考虑 和 挑选 。 

首先 ， 在 GD 组 中 ，0，1 ( 均 指 四 位 二 进 数 所 对 应 的 十 进 数 ， 下 同 ) 

不 能 取 。 和 否则， 与 @ 组 中 ,4，5 都 不 相 容 ，@ 组 就 没有 可 取 的 对 象 了 ; 
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其 次 ，(D 组 中 2 也 不 能 取 。 否 则 ， 外 组 只 能 取 5，@ 组 只 能 取 7， 而 5 
与 7 是 不 能 同时 取 的 。 这 样 ， 员 组 就 只 能 取 3 一 一 0011。 

仿 此 可 以 得 到 : (3 组 只 能 取 6 一 一 0110; 人 组 只 能 取 10 一 一 1010; 
进而 ， 凶 组 只 能 取 5 一 一 0101; 也 组 只 能 取 9 一 一 1001; 组 只 能 取 
12 一 一 1100。 经 过 检验 ， 按 照 这 6 个 四 位 二 进 数 所 对 应 的 办 法 涂 色 
(图 2-2) ， 是 找 不 到 “四 角 同 色 和 矩形 ”的 。 

显然 ， 如 果 把 这 种 涂 色 游 戏 中 的 茶 两 行进 行 交 换 ， 那 么 
原来 找 不 到 “四 角 同 色 和 矩形 ”的 ， 交 换 后 仍然 找 不 到 “四 
角 同 色 和 矩形 ” ; 原来 找 得 到 “四 角 同 色 和 矩形 ”的 ， 交 换 后 仍 
然 找 得 到 “四 角 同 色 和 矩形 ”。 如 采 把 其 中 的 某 两 列 进行 交 
换 ， 情 况 也 是 如 此 。 因 此 ， 如 有 果 不 计 各 组 的 顺序 ， 这 里 将 有 
且 仅 有 一 种 答案 ; 如 果 考 虑 到 各 组 的 顺序 ， 这 里 将 有 多 种 
答案 。 

综 上 所 述 ， 可 以 得 到 这 样 的 结论 : 在 4xz 的 方 格 纸 上 (n 为 不 小 
于 2 的 某 一 正 整数 ) ， 对 每 一 个 方 格 ， 用 黑色 或 者 白色 中 的 一 种 颜色 进 
行 涂 色 游戏 。 当 n=6 时 ， 可 以 得 到 都 不 会 出 现 “ 四 角 同 色 和 矩形 ”的 涂 
法 ; 而 当 n 宇 7 时 ,“ 四 角 同 色 和 矩形 ”总 是 存在 的 。 

这 里 顺便 说 明 一 下 : 这 一 被 人 们 看 似 无 足 轻重 的 、 有 趣 的 涂 色 
游戏 ，1976 年 被 美国 选编 为 第 五 届 中 学 数学 竞赛 题 。 题 目 是 这 
样 的 : 


(1) 假设 一 个 4x7 的 国际 象棋 盘 (图 2-3) 的 每 一 个 
方块 用 黑色 或 曰 色 涂 了 色 。 证 明 对 任何 一 种 涂 色 方 式 ， 横 盘 
中 必定 包含 一 个 由 棋盘 的 水 平 线 和 垂直 线 所 构成 的 矩形 
(如 在 图 中 所 画 出 的 一 个 那样 ) ， 它 的 4 个 角 上 的 方块 是 同 
| 一 颜色 的 。 

图 2-3 (2) 试 给 出 4 x6 的 棋盘 上 的 一 种 黑 晶 涂 色 ， 使 得 在 棋盘 
内 每 一 个 如 上 所 述 的 矩形 中 ，4 个 角 上 的 方块 不 是 同一 颜色 的 。 
现在 ， 读 者 不 难 写 出 这 道 数学 竞赛 题 的 管 案 了 。 


27 


的 数学 


下 面 进一步 探讨 涂 色 游戏 。 在 m xn 的 方 格 纸 上 〈(m，n 为 不 小 于 2 
的 正 整数 ) ， 对 每 一 个 方 格 ， 用 黑色 或 者 白色 中 的 一 种 颜色 进行 涂 色 游 
戏 。 当 m,n 为何 值 时 ， 可 以 得 到 都 不 会 出 现 “ 四 角 同 色 和 矩形 ”的 涂 
法 ; 而 当 m，,， nn 为 何 值 时 ， 却 无 法 得 到 这 种 都 不 会 出 现 “ 四 角 同 色 拢 
形 ” 的 涂 法 〈 即 对 于 所 能 拥有 的 各 种 各 样 的 涂 法 ,“ 四 角 同 色 和 矩形 ”总 
是 存在 的 )? 
显然 ， 当 m=2 时 ， 我 们 可 以 采用 黑 曰 相间 的 涂 法 (图 2-4) ,不论 
n 为 多 大 的 正 整 数 ， 都 将 不 会 出 现 “ 四 角 同 色 和 矩形 ”; 而 与 此 相反 的 情 
况 是 不 存在 的 。 
. 当 m=3 时 , 仿照 前 面 的 办 法 ， 用 二 进 数 的 知识 比较 简单 
地 解决 这 个 问题 。 以 0 表示 黑色 ， 以 1 表示 白色 。 由 于 三 位 二 
:|:| 进 数 有 且 仅 有 (2 = ) 8 个 ， 对 这 8 个 三 位 二 进 数 进行 如 
图 2-4 表 2-2 的 分 组 。 


表 2-2 

组 别 二 进 数 所 对 应 的 十 进 数 

000 0 
(D 

001 1 
@) 010 2 
(3) 011 3 
由 100 4 : 
G) 101 5 

110 6 
©) 

111 了 


根据 犹 利 克 雷 抽 层 原理 ， 从 8 个 三 位 二 进 数 中 ,， 任 取 7 个 ， 就 必定 
至 少 有 2 个 在 同一 个 组 内 。 这 就 意味 着 ， 在 3 x7 的 方 格 纸 上 进 行 涂 色 
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游戏 ， 总 可 以 找到 “四 角 同 色 和 矩形 ”。 另 一 方面 ， 取 十 进 数 1 ， 
2, 3,， 4，5，6 所 对 应 的 三 位 二 进 数 ， 按 照 这 6 个 三 位 二 进 数 
所 对 应 的 办 法 涂 色 (图 2-5)， 是 找 不 到 “四 角 同 色 和 矩形 ”的 。 
如 果 不 计 各 组 的 顺序 ， 那 么 将 有 且 仅 有 一 种 答案 ; 如 果 考 虑 到 | | 让 
各 组 的 顺序 ， 那 么 将 有 多 种 答案 。 图 2-5 

这 里 采用 相对 比较 简单 的 做 法 ,得 到 了 与 前 面 m =4 时 相 类 似 的 结 
论 : 在 3 xn 的 方 格 纸 上 (n 为 不 小 于 2 的 某 一 正 整数 )， 对 每 一 个 方 
格 ， 用 黑色 或 者 白色 中 的 一 种 颜色 进行 涂 色 游戏 。 当 n=6 时 ， 可 以 得 
到 都 不 会 出 现 “ 四 角 同 色 和 矩形 ”的 涂 法 ; 而 当 n 宇 7 时 , “四 角 同 色 和 拢 
形 ” 总 是 存在 的 。 

既然 ，m =3 时 与 m =4 时 有 着 相 类 似 的 结论 ， 它 们 有 和 否 相 通 之 处 呢 ? 
也 就 是 说 能 否 在 得 到 m =3 时 的 结论 的 基础 上 来 证 明 m =4 时 的 结论 呢 ? 

事实 上 ,根据 在 小 范围 内 存在 则 在 更 大 范围 内 也 一 定 存在 的 道理 ， 
既然 在 3 xz 的 方 格 纸 上 进 行 涂 色 游戏 ， 当 n 宇 7 时 , “四 角 同 色 和 矩形 ” 
总 是 存在 的 。 因 而 ,在 4 xz 的 方 格 纸 上 进 行 涂 色 游戏 ， 当 nn 宇 7 时 ， 
“四 角 同 色 和 矩形 ”也 总 是 存在 的 。 

另外 , 在 3 xz 的 方 格 纸 上 进行 涂 色 游 戏 ， 当 n=6 时 ， 如 果 不 计 各 
行 的 顺序 ， 那 么 将 可 以 得 到 都 不 会 出 现 “ 四 和 角 同 色 和 矩形 ”的 唯一 涂 法 。 
我 们 对 这 个 涂 法 进行 添加 ， 在 图 2-6 (a) 中 ， 如 果菜 一 行 是 两 黑 一 白 ， 
就 添加 一 白 ; 如 果 某 一 行 是 两 白 一 黑 ， 就 添加 一 黑 。 这 样 ， 就 得 到 了 如 
图 2-6 (a) 的 涂 色 图 形 。 读 者 可 能 会 觉得 ， 这 与 前 面 4 x6 的 涂 色 图 形 
有 所 不 同 。 是 的 ， 这 是 从 表面 上 看 到 的 。 但 是 ， 应 当 意 识 到 这 里 是 不 计 
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各 行 顺序 的 ， 也 就 是 说 ， 对 行 的 顺序 是 可 以 调整 的 。 如 果 把 从 上 到 下 的 
顺序 依次 调整 为 原来 从 上 到 下 的 第 三 、 五 、 六 、 一 、 二 、 四 各 行 〈 即 把 
原来 的 第 三 行 作为 新 的 第 一 行 ， 其 他 类 推 ) ， 那 么 将 得 到 图 2-6 (b) 的 
涂 色 图 形 。 这 与 前 面 4 x6 的 涂 色 图 形 是 一 样 的 。 男 外 ， 也 可 以 采用 列 
调整 的 办 法 。 只 要 将 原来 左 起 第 一 列 ， 移 到 最 右边 ， 便 也 同样 地 得 到 如 
图 2-6 (b) 的 涂 色 图 形 。 

这 样 就 可 以 从 另 一 角度 写 出 前 面 那 道 数学 竞赛 题 的 答案 了 。 

当 m=5, 6 时 ， 把 前 面 4 x6 的 涂 色 图 形 ， 按 照 逆 时 
针 方 向 旋转 90。， 便 得 到 如 图 2-7 所 示 的 6 x4 的 图 形 。 

显然 ， 由 于 在 前 面 4 x6 的 涂 色 图 形 中 ， 找 不 到 

图 2-7 “ “四 和 角 同 色 抢 形 ”， 那么 在 这 里 6 x4 的 涂 色 图 形 中 ， 也 
是 找 不 到 “四 角 同 色 和 矩形 ”的 ; 同时 ， 从 中 随意 取出 5 x4 的 涂 色 图 
形 ， 也 还 是 找 不 到 “四 角 同 色 和 矩形 ”的 。 这 就 说 明 , 在 5 x4, 6x4 
的 方 格 纸 中 ， 都 存在 着 一 种 涂 法 ,， “四 角 同 色 和 矩形 ”是 不 存在 的 。 那 
么 在 5 x5，,，6 xs 的 方 格 纸 中 ， 是 否 存 在 一 种 “四 和 角 同 色 短 形 ”也 都 
不 存在 的 涂 法 呢 ? 

. 先 来 考察 在 5 xs 方 格 纸 上 的 情况 。 我 们 指出 ， 在 5 xs 的 方 格 纸 上 
进行 涂 色 游戏 ,“ 四 角 同 色 抢 形 ” 总 是 存在 的 。 

我 们 知道 ， 五 位 二 进 数 有 且 仅 有 (2 = ) 32 个 。 这 32 个 五 位 二 进 
数 ， 能 且 仅 能 居于 下 列 3 类 之 一 : @5 个 数位 上 的 数 都 相同 (如 
00000) ; @@5 个 数位 上 的 数 有 4 个 相同 ， 另 一 个 与 此 不 同 (如 00001 ) ; 
(35 个 数位 上 的 数 分 为 两 组 ，3 个 相同 ， 另 两 个 也 相同 ， 但 这 两 组 不 同 
(如 00011 ) 。 为 此 ， 分 3 种 情况 证 明 上 述 的 论断 。 

(1) 当 涂 色 游 戏 的 某 一 行 所 对 应 的 五 位 二 进 数 ，5 个 数位 上 的 数 都 
相同 时 ， 如 00000， 符 态 有 一 行 能 与 此 构成 “四 角 同 色 和 矩形 ， 则 命题 
得 证 (这 男 有 一 行 所 对 应 的 五 位 二 进 数 ， 在 32 个 五 位 三 进 数 中 很 容易 
找 出 来 ) ; 否则 ， 其 他 各 行 所 对 应 的 五 位 二 进 数 能 旦 仪 能 是 表 2-3 框 内 
的 某 4 个。 但 是 ， 表 2-3 框 内 的 任意 两 个 所 对 应 的 涂 色 ， 都 是 可 以 构成 

C2 
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“四 角 同 色 和 矩形 ”的 。 因 此 ,一 旦 有 00000 出 现 ， 总 可 以 找到 “四 角 同 
色 和 矩形 ”。 把 0 与 1 互 换 ， 同 样 可 以 证 明 , 一 旦 有 11111 出 现 ， 也 总 是 
可 以 找到 “四 和 角 同 色 算 形 ”的 。 


表 2-5 
表 2-4 

00011 
表 2-3 B00 01100 

E 01110 
01101 

00000 01111 
01110 
01111 10110 10100 
10111 10111 10101 
11011 11010 10110 
11101 11011 11000 
ee 11101 11010 
11100 


11110 
11111 


11101 


11110 


(2) 当 涂 色 游 戏 的 某 一 行 所 对 应 的 五 位 二 进 数 ，5 个 数位 上 的 数 有 
4 个 相同 ， 另 一 个 与 此 不 同时 ， 如 00001， 若 另 有 一 行 能 与 此 构成 “四 
角 同 色 和 矩形 ”， 则 命题 得 证 〈 这 另 有 一 行 所 对 应 的 五 位 二 进 数 ， 在 32 
个 五 位 二 进 数 中 很 容易 找 出 来 ) ; 否则， 其 他 4 行 所 对 应 的 五 位 二 进 数 
能 且 仅 能 在 表 2-4 之 框 内 。 我 们 把 这 些 五 位 二 进 数 分 为 两 组 ( 表 2-4) ， 
那么 至 少 有 2 个 在 同一 个 组 内 。 这 就 意味 着 ， 找 到 了 “四 角 同 色 矩 
形 ” 。 由 于 换行 或 换 列 ， 不 会 改变 “四 角 同 色 和 矩形 ”的 存在 与 否 。 因 
此 ， 上 述 证 明 同 样 适 用 于 00010，00100 ，01000，10000 等 情况 。 另 外 ， 
由 于 0 与 1 互 换 ， 也 不 会 改变 “四 角 同 色 和 矩形 ”的 存在 与 否 ， 因 此 ， 上 
述 证 明 也 同样 适用 于 11110，11101，11011 ，10111，01111 等 情况 。 

(3) 当 涂 色 游 戏 的 某 一 行 所 对 应 的 五 位 二 进 数 ，5 个 数位 上 的 数 分 
为 两 组 ，3 个 相同 ， 另 两 个 也 相同 ， 但 这 两 组 不 同时 ， 如 00011， 利 用 
表 2-5, 仿照 (2) 的 办 法 ， 同 样 可 以 证 明 这 里 的 各 种 情况 。 
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综 上 所 述 ， 命 题 获 证 。 
现在 ， 根 据 在 小 范围 内 存在 则 在 更 大 范围 内 也 一 和 定 存在 的 道理 ， 婚 
然 在 5 x5 的 方 格 纸 上 进 行 涂 色 游戏 ，“ 四 角 同 色 和 矩形 ”总 是 存在 的 。 
因而 ， 在 6 xs 的 方 格 纸 上 进 行 涂 色 游 戏 ,“ 四 角 同 色 和 矩形 ”也 总 是 存在 
的 。 这 样 ， 对 于 m=5, 6， 有 如 下 的 结论 : 在 5 xn 或 6xn 的 方 格 纸 上 
(nn 为 不 小 于 2 的 某 一 正 整 数 ) ， 对 每 一 个 方 格 ， 用 黑色 或 者 日 色 中 的 一 
种 颜色 进行 涂 色 游 戏 。 当 n=4 时 ， 可 以 得 到 都 不 会 出 现 “ 四 角 同 色 甜 
形 ” 的 涂 法 ; 而 当 n>>5 时 ,“ 四 角 同 色 和 矩 形 ” 总 是 存在 的 。 

当 m 宕 7 时 ,对 于 n=2， 采用 黑 晶 相间 的 涂 法 (图 2-8), 不 论 m 
为 多 大 的 正 整 数 ， 都 将 不 会 出 现 “ 四 角 同 色 和 矩形 ”。 


灌注 


图 2-8 

男 外 ， 前 面 已 经 证 明了 在 3 x7 的 方 格 纸 上 进行 涂 色 游 戏 ， 总 可 以 
找到 “四 角 同 色 和 矩形 ”。 现 在 ， 把 该 方 格 纸 上 的 涂 色 图形 ， 按 照 道 时 针 
方向 旋转 90"， 便 成 为 7 x3 的 方 格 纸 上 的 涂 色 图 形 ， 因 而 ， 这 时 “四 
角 同 色 和 矩形 ”也 总 是 可 以 找到 的 。 根 据 在 小 范围 内 存在 则 在 更 大 范围 内 
也 一 定 存在 的 道理 ， 由 此 可 以 引申 得 到 : 当 m 宇 7，n 宇 3 时 ， 在 方 格 纸 
上 进行 涂 色 游 戏 ,“ 四角 同 色 和 矩形 ”总 是 存在 的 。 

最 后 ， 把 前 面 得 到 的 各 个 结论 综述 如 下 (图 2-9): 在 mxn 的 方 格 
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纸 上 (m,n 为 不 小 于 2 的 正 整数 ) ， 对 每 一 个 方 格 ， 用 黑色 或 者 日 色 
中 的 一 种 颜色 进行 涂 色 游 戏 。 当 m,n 位 于 下 表 阴 影 内 时 ， 可 以 得 到 都 
不 会 出 现 “ 四 角 同 色 和 矩形 ”的 涂 法 ; 除 此 之 外 ， 对 于 各 种 所 能 拥有 的 
涂 法 ,“ 四 和 角 同 色 和 矩形 ”上 总 是 存在 的 。 


前 面 进行 了 涂 黑 、 白 两 种 颜色 的 游戏 。 如 果 把 颜色 扩充 为 3 种 将 有 
什么 样 的 情况 呢 ? 具体 地 说 ， 我 们 的 游戏 问题 是 : 在 m xn 的 方 格 纸 上 
(m,n 为 不 小 于 2 的 正 整数 )， 对 每 一 个 方 格 ， 用 红色 、 黄 色 或 者 蓝 色 
中 的 一 种 颜色 进行 涂 色 游 戏 。 当 m，n 为 何 值 时 ， 可 以 得 到 都 不 会 出 现 
“四 角 同 色 和 矩形 ”的 涂 法 ; 而 当 m，n 为 何 值 时 ， 却 无 法 得 到 这 种 都 不 
会 出 现 “ 四 角 同 色 和 矩形 ”的 涂 法 ( 即 对 于 所 能 拥有 的 各 种 各 样 的 涂 法 ， 
“四 角 同 色 秆 形 ” 总 是 存在 的 )? 

显然 ， 这 里 的 情况 比 涂 黑 、 白 两 种 颜色 的 游戏 复杂 得 多 。 只 能 选择 
有 代表 性 的 问题 探讨 之 。 例 如 ， 当 m =4 时 , n 最 多 等 于 几 ， 才 总 能 在 
4 xn 的 方 格 纸 上 进 行 涂 三 色 游戏 ， 得 到 都 不 会 出 现 “ 四 角 同 色 和 矩形 
的 涂 法 呢 ” 要 找到 这 个 “分 界 点 ”nn 可 不 是 一 件 容易 的 事情 。 采 用 一 一 
尝试 的 办 法 ， 很 难 确定 这 个 “分 界 点 ”nn 

为 此 想 从 涂 两 色 游 戏 中 得 到 启发 。 在 涂 两 色 游戏 中 ， 当 m =3 时 ， 
“分 界 点 ”n =6。 这 就 是 说 ， 在 3 x6 的 方 格 纸 上 进 行 涂 两 色 游戏 ， 可 
以 得 到 都 不 会 出 现 “ 四 角 同 色 和 矩形 ”的 涂 法 ; 而 在 3 x7 的 方 格 纸 上 进 
行 涂 两 色 游戏 ,“ 四 角 同 色 和 矩形 ” 却 总 是 存在 的 。 

我 们 仔细 观察 前 面 3 x6 的 涂 色 图 形 ， 不 难 发 现 涂 两 黑 的 有 3 行 ， 
涂 两 白 的 也 有 3 行 。 为 什么 各 有 3 行 呢 ?” 原 来 ，m =3 时 ， 从 3 中 取 2 
有 C3 =3 种 方法 。 因 而 , n=3 x2 =6。 

现在 回 过 头 来 考虑 涂 三 色 游戏 的 问题 。 当 m=4 时 ， 从 4 中 取 2 有 
C? =6 种 方法 。 这 就 是 说 ,4 格 中 选 2 格 涂 同一 种 颜色 的 可 以 有 6 行 ，3 
种 颜色 将 有 (6 x3 = )18 行 。 据 此 ， 我 们 猜测 “分 界 点 ”n =18。 
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猜测 归 猜 测 ， 要 有 实 图 来 证 明 。 现 在 ， 用 三 进 数 的 知识 来 解决 这 个 
问题 。 以 0 表示 红色 ，1 表示 黄色 ,2 表示 蓝 色 。 由 于 四 位 三 进 数 有 且 仪 
有 (3 = )81 个 ， 我 们 对 这 81 个 四 位 三 进 数 进行 如 表 2-6 的 分 组 (请 读者 
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注意 ， 分 组 是 个 关键 。 这 里 的 分 组 办 法 ， 请 读者 细心 观察 体会 ) 。 
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表 2-6 
三 进 数 组 别 
0000 
0001 
0002 
0010 
0011 
0012 
0020 
0021 


0022 
0100 


0101 
0102 
0200 
0201 


0202 
0110 


0120 
0210 


0220 
1000 


1002 
2000 
2001 
1020 
2010 
1200 
2100 


三 进 数 
2200 
2201 
2202 
2210 
2211 
2 
2220 
2 02] 


2222 
2020 


2021 
2022 
2120 
2121 


2122 
2002 


2012 
2102 


2112 
0221 


0222 
1220 
1222 
0212 
1202 
0122 
1022 
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表 2-7 
三 进 数 
0012 
0102 
0120 
1002 
1020 
1200 
1102 
1012 
1021 
0112 
0121 
0211 
2201 
2021 
2012 
0221 
0212 
0122 
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根据 狄 利克 雷 抽 届 原理， 从 81 个 四 位 三 进 数 中 ， 任 取 19 个 ， 就 必 
定 至 少 有 2 个 在 同一 个 组 内 。 这 就 意味 着 ， 在 4 xl9 的 方 格 纸 上 进行 涂 
三 色 游 戏 ， 总 可 以 找到 “四 角 同 色 和 矩形 ”。 另 一 方面 ,仿照 前 面 介绍 过 
的 办 法 ， 逐 组 加 以 考虑 和 挑选 ， 当 选取 如 表 2-7 的 18 个 四 位 三 进 数 时 ， 
按照 这 18 个 四 位 三 进 数 所 对 应 的 办 法 涂 色 ， 是 找 不 到 “四 角 同 色 和 矩 
形 ” 的 。 因 此 猜测 成 立 ,“ 分 界 点 ”n =18。 

从 涂 色 游戏 中 可 以 得 到 如 下 的 启示 : 

(1) 利用 涂 色 游 戏 的 图 形 ， 容 易 想 到 换行 或 换 列 、 旋 转 、2 种 颜色 
互 换 、3 种 颜色 轮换 ， 都 不 会 改变 “四 角 同 色 和 矩形 ”存在 与 否 的 事实 ; 
同时 还 容易 理解 ， 方 格 纸 扩充 后 ，“ 四角 同 色 和 矩形 ”仍然 存在 的 问题 。 
这 是 利用 进位 制 的 知识 难以 想到 的 。 

(2) 利用 进位 制 的 知识 ， 容 易 知道 有 关 二 进 数 或 三 进 数 的 总 个 数 ， 同 
. 时 ， 能 够 很 好 地 进行 分 组 与 挑选 。 这 是 利用 涂 色 游 戏 的 图 形 所 难以 做 到 的 。 

(3) “ 形 ” 与 “ 数 ” 是 数学 的 双翼 。 我 国 著名 的 数学 家 华罗庚 说 
过 :“ 数 缺 形 时 少 直 观 ， 形 少数 时 难 入 微 ”"。“ 形 ”与 “ 数 ” 的 结合 ， 实 
质 上 是 形象 思维 与 抽象 思维 的 结合 。 在 人 们 的 思维 活动 中 ， 形 象 思维 与 
抽象 思维 是 相互 联系 、 相 互 依存 、 并 在 一 定 条 件 下 相互 转化 的 。 形 象 思 
维 需 要 抽象 思维 的 “赞助 "; 抽象 思维 需要 形象 思维 的 “参与 ”。 因 此 ， 
要 把 形象 思维 与 抽象 思维 有 机 地 结合 起 来 ， 以 形 助 数 ， 借 数 解 形 ， 数 形 
结合 ， 做 到 既 直 观 又 人 微 。 


人 展览 馆 的 参观 线路 


现在 ,探讨 涂 色 游 戏 的 男 一 种 问题 展览 馆 的 参观 线路 。 
某 地 有 两 座 平面 图 形状 有 所 不 同 的 建筑 物 (图 2-10)。 这 两 座 建筑 
物 ， 都 各 有 14 个 房间 ， 其 中 ， 每 相 邻 的 两 个 房间 都 有 门 可 以 相通 。 现 在 ， 
要 从 中 选择 一 座 建筑 物 ， 作 为 举办 展览 馆 使 用 ， 要 求 能 让 外 来 参观 者 ， 
不 重复 地 一 次 性 走 饥 各 个 房间 ， 然 后 离开 。 该 选用 哪 一 座 建筑 物 呢 ? 
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有 的 人 可 能 会 认为 ， 既 然 这 两 座 建筑 物 内 ， 每 相 邻 的 两 个 房间 都 有 
门 可 以 相通 ， 作 为 展览 馆 使 用 ， 该 都 会 符合 要 求 吧 ! 于 是 ， 有 人 就 用 箭 
头 来 试 着 画 一 画 ， 很 快 就 找到 了 左边 建筑 物 的 参观 线路 (如 图 2-10 所 
示 ) 。 当 然 还 可 以 画 出 与 此 不 同 的 其 他 参观 线路 ) 。 然 而 ， 对 于 右边 的 
建筑 物 ， 试 画 了 几 次 ， 却 未 能 找到 参观 的 线路 。 到 底 右边 建筑 物 能 否 找 
到 符合 要 求 的 参观 线路 呢 ? 

这 个 问题 要 是 采用 一 次 次 试 画 的 办 法 ， 不 但 要 试 画 好 几 次 ， 而 且 很 
难 做 到 试 画 得 不 重 不 漏 。 这 样 ， 就 不 能 说 明 符合 要 求 的 参观 线路 到 底 存 
在 与 否 。 怎 么 办 呢 ? 思 维 难免 陷 人 了 迷 届 的 状态 。 

事实 上 ， 采 用 涂 色 的 办 法 ， 或 者 构成 特殊 二 进 数 的 办 法 ， 是 很 容易 
解决 这 个 问题 的 。 用 黑白 两 种 颜色 相间 地 涂 在 右边 建筑 物 的 平面 图 上 ， 
或 者 以 0，1 分 别 表示 黑 、 白 两 种 颜色 写 在 右边 建筑 物 的 平面 图 上 
(图 2-11)。 这 样 ， 如 果 存 在 着 一 条 符合 要 求 的 参观 线路 的 话 ， 那 么 从 
起 始 房 间 到 终止 房间 就 有 一 个 由 0，1 组 成 的 14 位 二 进 数 。 从 图 2-11 
可 以 看 出 : 参观 者 如 果 在 涂 黑 (或 标 0) 的 房间 ， 那 么 他 的 下 一 站 将 是 
涂 白 (或 标 1) 的 房间 ; 如 果 在 涂 白 (或 标 1) 的 房间 ， 那 么 他 的 下 一 
站 将 是 涂 黑 (或 标 0) 的 房间 。 这 就 是 说 ， 由 0，1 组 成 的 14 位 二 进 数 
的 构成 ， 应 当 是 0，1 相间 的 ， 因 而 0 与 1 的 个 数 要 么 相等 ,要么 相差 
为 1。 现在， 右边 建筑 物 的 平面 图 上 , 0 与 1 的 个 数 相差 为 2， 所 以 符合 
要 求 的 参观 线路 肯定 是 不 存在 的 。 

看 来 ， 要 进行 寻求 展览 馆 参观 线路 的 游戏 ， 可 以 用 涂 色 的 办 法 ， 也 
可 以 更 简便 一 些 用 相间 地 标注 0，1 的 办 法 ， 其 关键 就 在 于 能 否 构 成 0， 
1 相间 的 二 进 数 。 
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} | 猪 姓 游戏 


有 很 多 猜测 游戏 在 我 们 的 日 常生 活 中 流行 着 。 现 在 ， 先 来 谈 谈 猜 姓 
游戏 。 有 如 图 3-1 的 6 张 猜 姓 卡片 。 这 是 猜 姓 游戏 的 道具 。 


大 有 本 本本 
这 下 正直 下 下 下 证 
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图 3-1 

用 这 6 张 卡片 进行 猜 姓 游戏 。 游 戏 的 方法 是 : 主持 人 先 请 玩 游戏 的 
人 预先 在 心里 随意 地 想 好 一 个 姓 ， 这 个 姓 不 必 告 诉 主持 人 。 接 着 ,主持 
人 一 张 一 张 地 取出 这 6 张 卡片 ， 给 玩 游戏 的 人 看 ， 请 他 表示 该 张 卡片 上 
是 否 有 他 预先 想 好 的 姓 。 他 表示 “有 ”或 “无 ” (用 “点 头 ” 或 “ 揪 
头 ” 来 代替 也 可 以 ) 之 后 ， 主 持 人 就 能 够 立即 说 出 这 个 姓 来 。 

例如 ， 玩 游戏 的 人 报 出 他 所 想 的 姓 ， 在 第 一 、 四 、 五 张 卡片 中 
“有 ”,， 主持 人 就 能 够 立即 说 出 : 所 想 的 姓 是 唐 。 

主持 人 是 怎么 猜 的 呢 ? 原来 ， 玩 游戏 的 人 报 出 他 所 想 的 姓 ， 在 第 
一 、 四 、 五 张 卡片 中 ， 这 事实 上 就 等 于 他 向 主持 人 提供 了 如 下 6 个 
信息 : 

一 (有 ) 二 (无 ) 三 (无 ) 四 (有 ) 五 (有) ”六 (无) 

这 时 ,主持 人 将 第 一 、 四 、 五 张 卡 片 左上 角 的 第 一 个 数 : 1，8 ，16 
加 起 来 ， 得 25， 就 知道 玩 游 戏 人 所 想 的 姓 是 (25) 唐 。 

这 里 有 什么 奥秘 呢 ? 现在 ， 让 我 们 用 二 进 数 的 知识 ， 把 猜 姓 游戏 的 
秘密 揭 开 。 这 个 游戏 的 原理 很 简单 。 如 果 将 各 卡片 上 的 十 进 数 全 部 化 为 
二 进 数 ， 那 么 就 不 难看 出 转化 后 ， 卡 片 一 里 所 有 的 数 化 为 二 进 数 ， 右 起 
第 一 位 全 是 1; 卡片 二 里 所 有 的 数 化 为 二 进 数 ， 右 起 第 二 位 全 是 1; 其 
余 以 此 类 推 。 前 面 玩 游戏 人 说 的 姓 在 第 一 、 四 、 五 张 的 卡片 中 ， 说 明 这 
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个 姓 用 二 进 数 表示 是 011001,, ， 转 换 成 十 进 数 就 是 0 +1x2 +1x2”+ 
0+0+1x2 =16 +8+1=25。 这 里 ， 式 子 中 的 16, 8, 1, 已 经 用 隐蔽 
的 方式 ， 与 在 相应 卡片 的 左上 角 ， 不 必 临 时 去 换算 。 因 此 ， 主 持 人 可 以 
很 方便 地 知道 玩 游戏 人 所 想 的 姓 是 唐 (25 ) 。 

如 果 玩 游戏 的 人 报 出 他 所 想 的 姓 ， 都 不 在 这 6 张 卡片 中 ， 那 么 它 所 
对 应 的 二 进 数 是 000000(,，，=0， 说 明 他 所 想 的 姓 是 在 这 6 张 卡 片 之 外 。 
为 了 使 猜 姓 游戏 有 所 验证 ， 玩 游戏 的 人 所 想 的 姓 最 好 是 这 6 张 卡片 之 
中 的 。 

这 6 张 卡片 是 怎么 编制 的 ? 为 什么 每 张 卡片 最 大 的 数 都 是 63? 为 
什么 每 一 张 卡片 上 都 有 32 个 不 同 的 数 呢 ? 这 些 似乎 很 神奇 ， 其 实 道理 
也 很 简单 。 既 然 知 道 卡片 一 里 所 有 的 数 ， 用 二 进 数 来 表示 都 是 形 如 *** 
## ] 的 数 ， 卡 睛 二、 三、 四、 五 、 六 里 所 有 的 数 ， 用 二 进 数 来 表示 则 分 
别 是 形 如 六 ， 六 冰冰 水 阔 ， 玉米 玉米 阔 ， 炒米 六 玉米 ， 1 水 水 水 沙沙 的 数 ， 
那么 也 就 容易 编制 卡片 了 。 从 1 开始 ， 由 于 1 =000001.,, ， 因 此 第 一 张 
卡片 上 写 有 1; 由 于 2 =000010(,, ， 因 此 第 二 张 卡片 上 写 有 2; 由 于 3 = 
000011, ， 因 此 第 一 、 二 张 卡片 上 都 写 有 3; …… 由 于 25 =011001 ， 
因此 第 一 、 四 、 五 张 卡 片上 都 写 有 23; …… 由 于 111111 =63， 因 此 
最 后 在 第 一 、 二 、 三 、 四 、 五 、 六 张 卡 片上 都 写 有 63 。 这 样 ，63 就 是 
所 瑟 的 最 大 的 数 了 。 

那么 ， 每 一 张 卡 片 可 以 写 多 少 个 不 同 的 数 呢 ? 以 卡片 一 为 例 ， 它 只 
能 写 那 些 右 起 第 一 位 为 1 的 六 位 二 进 数 所 对 应 的 十 进 数 。 由 于 这 些 二 进 
数 的 右 起 第 二 、 三 、 四 、 五 、 六 位 都 有 0 与 1 两 种 选取 方法 ， 因 此 共有 
2 x2 x2 x2 x2 =2” =32 种 。 这 就 是 说 ， 卡 片 一 可 以 填写 32 个 不 同 的 
数 。 同 样 地 ， 卡 片 二 、 三 、 四 、 五 、 六 也 是 如 此 。 

根据 上 面 的 分 析 可 以 知道 : 若 用 6 张 卡片 ， 则 可 安排 2 ~1=63 个 
姓 ， 而 每 张 卡片 要 写 2 =32 个 姓 。 如 此 类 推 ， 若 用 7 张 卡片 ， 则 可 安 
排 2 -1=127 个 姓 ， 而 每 张 卡片 要 写 2 = 64 个 姓 。 若 用 5 张 卡片 ， 则 
可 安排 2 -1 =31 个 姓 ， 而 每 张 卡片 要 写 2 = 16 个 姓 。 由 此 看 来 ,用 6 
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张 卡 片 猜 姓 在 多 数 情 况 焉 是 比较 合适 的 。 
猜 姓 是 一 种 比较 有 趣 的 游戏 。 如 能 亲手 制作 玩 玩 ， 受 益 菲 浅 ， 可 以 
有 更 深 的 体会 。 


J 7 清 > x 游戏 


容易 知道 ， 如 果 把 姓 拿 掉 ， 只 留 下 数目 ， 那 么 这 个 游戏 就 变 为 猜 数 
(年 龄 ) 游戏 了 ; 如 果 把 姓 改 为 x x ， 那 么 这 个 游戏 就 变 为 猜 x x 游 
戏 了 。 

制作 这 种 游戏 的 一 般 步骤 是 : @@ 选 定制 作 游戏 的 内 容 ; @ 用 十 
进 数 按 顺序 给 具体 内 容 编 上 序号 ; 图 把 十 进 数 的 序号 转换 成 二 进 
数 ; @@ 对 照 二 进 数 代 换 成 具体 内 容 ， 制 成 游戏 卡片 ， 回 检查 游戏 
下 月 5 

应 当 指 出 ， 猜 姓 卡片 和 一 些 类 似 卡 片 的 编制 不 单纯 是 一 种 数学 游 
戏 ， 它 的 编制 原理 及 方法 ， 在 电子 计算 机 的 电路 和 程序 设计 中 ,在 一 些 
译 码 电路 中 均 有 所 应 用 。 

猜 姓 游戏 有 很 多 变 式 ， 可 以 改头换面 ， 变 成 一 个 个 相当 精彩 的 小 
魔术 。 

小 魔术 之 一 : 魔术 卡片 

先 按照 图 3-2 的 样子 做 好 6 张 卡片 (要求 准 确 地 写 上 数字 ， 剪 
好 窗口 ) 。 

(第 一 片 ) (第 二 片 ) 


LI 14 2 1 


23 二 | 20 22 


27 18 31 10 
[0D 7 上 癌 19 
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图 3-2 
现在 ,将 5 张 写 有 数字 的 卡片 交 给 你 的 同伴 ， 请 他 在 卡片 上 所 写 的 
数目 中 选 记 一 个 数 ， 然 后 请 他 把 写 有 这 个 数 的 各 张 卡 片 退还 给 你 。 
你 拿 到 卡片 后 ， 整 齐 地 午 成 一 至， 把 没有 数字 的 那 张 卡片 放 在 最 上 
面 ， 然 后 把 5 个 窗口 中 看 得 见 的 数 ， 用 心算 一 一 加 起 来 ， 所 得 的 结果 就 
是 他 选 记 的 那个 数 。 
这 里 的 奥妙 在 哪里 呢 ? 如 果 把 各 张 卡 片上 的 十 进 数 都 转化 为 二 进 
数 ， 可 以 发 现 : 第 一 张 卡片 上 都 是 形 如 **** 1 的 数 ， 第 二 、 三 、 四 、 
五 张 卡 片上 分 别 都 是 形 如 #*##1# ， 玉米 1 玉米 ， 米 1 玉米 * ，1 玉米 本 本 的 数 。 
这 跟前 面 的 猜 姓 游戏 一 样 。 两 者 不 同 之 处 ， 首 先 在 于 : 二 进 数 的 各 个 计 
数 单位 2 , 2 , 2 ,2 , 2 , 即 1,2, 4，8，16， 这 里 不 是 写 在 相应 卡 
片 的 左上 角 ， 而 是 用 隐蔽 的 方式 ， 写 在 相应 卡片 的 内 部 。 我 们 把 没有 数 
字 的 那 张 卡片 分 别 放 在 各 张 卡片 的 上 面 ， 就 可 以 依次 从 窗口 中 看 到 1， 
2，4，8，16 这 五 个 数 。 这 样 ， 对 于 一 个 十 进 数 来 说 ， 如 果 它 在 第 一 、 
四 、 五 张 卡片 上 出 现 ， 就 等 于 告诉 我 们 : 它 是 二 进 数 11001， 于 是 ，2 
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+2 +2 =1+8+16=25。 就 可 以 猜 出 它 是 25。 这 里 ， 对 于 一 个 十 进 数 
来 说 ， 只 要 弄 清 它 在 哪儿 张 上 有 就 可 以 了 ， 至 于 它 在 这 张 卡 片上 写 在 什 
么 位 置 ， 那 是 无 关 紧 要 的 。 正 因为 如 此 ， 可 以 在 每 一 张 卡片 上 杂乱 无 章 
地 排列 它 所 能 排 的 十 进 数 。 这 样 做 无 伤 大 局 ， 却 可 以 增加 迷惑 性 、 趣 味 
性 。 这 又 是 两 者 的 不 同 之 处 。 

“魔术 卡片 ”虽然 是 个 小 玩意 ， 却 也 新 鲜 、 有 趣 ， 而 且 还 与 数字 集 
成 电路 等 有 着 密切 联系 ， 其 意义 比较 深刻 。 读 者 如 果 感 兴趣 ， 就 请 自己 
动手 做 一 做 吧 ! 


小 魔术 之 二 : 智 猿 生肖 

老师 在 黑板 上 挂 出 一 张 正 方形 的 生肖 纸 片 ， 见 图 3-3 (a), 在 上 面 . 

按 顺 时 针 方 向 写 有 (或 画 着 ) 12 生肖 。 然 后 ， 再 拿 出 一 张 与 生肖 纸 片 

一 样 大 小 的 ， 控 有 见 个 相当 于 生肖 纸 片 上 字 (或 图 ) 大 小 的 开 孔 纸 片 ， 
见 图 3-3 (b) ， 用 图 钉 把 两 个 正方 形 纸 片 的 中 心 钉 在 一 起 。 


(b) (c) 

图 3-3 

游戏 开始 时 ， 老 师 把 两 张 正方 形 纸 片 重合 好 后 ， 问 学 生 : “你 们 当中 
看 到 自己 (或 所 想 ) 生肖 的 人 ， 请 举 手 。” 随后 ， 老 师 将 开 孔 纸 片 按 顺 时 
针 方向 〈 逆 时 针 亦 可 ) 旋转 90*， 再 问 同样 的 问题 。 旋 转 几 次 ， 问 了 几 次 
之 后 ,老师 根据 学 生 的 回答 ， 猜 中 了 学 生 自 己 (或 所 想 ) 的 生肖 。 

这 样 的 智 猿 生肖 游戏 ， 开 和 孔 纸 片 要 旋转 几 次 , 才能 猜 中 学 生 的 生肖 ? 
这 样 的 开 孔 纸 片 是 如 何 设计 的 〈 应 当 开 几 个 孔 ， 这 些 孔 的 位 置 如 何 )? 

我 们 知道 ， 由 于 开 孔 纸 片 的 作用 ， 每 个 生肖 将 有 “出 现 ” 与 “不 
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出 现 ” 两 种 情况 。 为 此 ， 我 们 可 用 二 进 数 的 知识 来 解决 这 个 问题 。 把 
“出 现 ” 记 为 “1”，“ 不 出 现 ” 记 为 “0”。 由 于 生肖 有 12 个 ， 因 此 要 
用 二 进 数 来 表示 它们 最 少 就 要 用 到 4 个 数位 。 开 孔 纸 片 与 生肖 纸 片 每 一 
种 重合 状态 ， 相 当 于 提供 一 个 数位 ， 因 此 需要 4 种 不 同 的 重合 状态 。 这 
就 是 说 ， 两 种 纸 片 重合 好 后 ， 需 要 按 顺 时 针 方 向 旋转 3 次 ， 才 能 提供 四 
位 二 进 数 。 这 些 四 位 二 进 数 共有 16 个， 我 们 从 中 选用 12 个 ， 应 当 去 掉 
哪 4 个 呢 ? 首 先 想到 应 当 去 掉 0000 (全 不 出 现 ) 与 1111 (全 出 现 )。 
在 剩 下 14 个 二 进 数 中 ， 每 一 数位 上 都 有 7 个 “1” 与 “0”， 还 要 去 掉 
哪 两 个 二 进 数 呢 ? 为 此 ， 我 们 先 对 14 个 二 进 数 进行 分 析 。 这 里 可 分 为 
3 类 : 有 1 个 “1”、 3 个 “0” 的 有 4 个 ; 有 2 个 “1”、 2 个 “0” 的 有 
6 个 ; 有 3 个 “1” 1 个 “0” 的 有 4 人 个。 因此， 我 们 想 去 掉 两 个 有 2 
个 “1”、 2 个 “0” 的 二 进 数 ， 使 得 每 一 类 二 进 数 都 各 有 4 个 ， 每 一 数 
位 上 都 有 6 个 “1” 与 “0”。 这 样 ， 开 和 孔 纸 片 只 要 开 6 个 孔 就 够 了 。 
现在 ， 我 们 先 来 考虑 开 孔 纸 片 开 6 个 孔 的 设计 问题 ， 然 后 再 来 看 看 
去 掉 的 到 底 是 哪 两 个 二 进 数 。 由 于 开 和 孔 纸 片上 端的 3 个 类 型 的 孔 ， 见 
图 3-3 (c) ， 在 整个 旋转 过 程 中 将 遍及 12 个 生肖 ， 因 此 可 以 把 上 述 3 
类 二 进 数 分 别 对 应 这 3 个 开 孔 类 型 。 这 样 一 来 ， 第 一 类 (有 1 个 “1"”、 
3 个 “0” 的 ) 对 应 中 的 开 孔 类 型 ， 它 只 要 1 个 就 够 了 (因为 只 有 1 个 
“1”); 第 二 类 (有 2 个 “1”、 2 个 “0” 的 ) 对 应 四 的 开 孔 类 型 ， 它 却 
要 有 2 个 才 够 ; 第 三 类 (有 3 个 “1”、 1 个 “0” 的 ) 对 应 多 的 开 孔 类 
型 ， 它 需要 3 个 。 开 和 孔 的 编排 方法 有 多 种 ， 这 里 仅 举 一 例 ， 见 图 3-3 
(b) ， 大 家 不 妨 动手 试 一 试 。 这 一 例 的 开始 及 其 按 顺 时 针 方 向 旋转 3 次 
后 的 情况 如 图 3-4 所 示 。 
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这 里 12 个 生 首 所 分 别 对 应 的 二 进 数 是 
幢 全 虎 锡 龙 蛇 


1001 1110 0001 1100 011l € 1000 
马 壮 猴 鸡 狗 猪 
0110 1011 0100 0011 1101 € 0010 


由 此 可 以 看 出 ， 没 有 包含 在 内 的 两 个 二 进 数 是 0101 与 1010。 
这 种 智 猜 生肖 游戏 既 简 单 又 独特 ， 归 根 到 底 也 是 二 进 数 知 识 的 
必用 。 


小 魔术 之 三 ; 巧 猪 籍贯 
这 是 又 一 种 改头换面 的 游戏 。 这 个 游戏 〈 小 魔术 ) 不 出 现任 何 一 
个 数 ， 更 不 需要 做 什么 计算 ， 而 是 通过 穿 洞 直接 显示 的 办 法 ， 找 出 所 要 
猜 的 籍贯 (省 、 市 、 自 治 区 ) 。 它 的 道具 是 6 张 像 扑克 有 牌 一 样 的 长 方形 
卡片 。 第 一 ~ 五 张 卡片 设计 如 图 3-5 所 示 ， 画 有 圆圈 的 地 方 是 穿孔 成 洞 
的 。 第 六 张 上 写 的 是 籍贯 〈 我 国 32 个 省 、 市 、 晶 治 区 ) 。 


(第 一 片 ) 


(第 二 片 ) 
京 津 费 亚 
O900 


沪 苏 浙 皖 
OOOO 


列 鄂 湘 粤 
ye ee 
黔 演 藏 陕 
OOOO 


(第 三 片 ) 
OO 费 普 
OO 吉 黑 
沪 苏 OO 
浆 台 OO 
OO 〇 湘 粤 
OO 川 渝 
上 黔 演 〇 O 
甘 宁 OO 


(第 四 片 ) 


(第 五 片 ) 
O 津 O 晋 
蒙 O 吉 OO 
O 苏 〇 院 
闽 O 〇 O 闭 〇 


O 鄂 O 粤 
桂 〇 O 川 O 
O 滇 〇 陕 
甘 O 青 O 


(第 六 片 ) 
京 津 费 晋 


蒙 辽 吉 

沪 苏 浙 崇 
国 台 六 和 鲁 
殉 鄂 湘 粤 
桂 琉 川 渝 
团 滨 藏 陕 
甘 宁 青 


3-5 
魔术 表演 时 ， 你 可 以 请 你 的 观众 看 一 看 各 张 卡 片上 有 没有 他 自己 的 
籍贯 〈 或 者 预先 随意 想 好 的 ) 省 、 市 、 自 治 区 。 如 果 有 ， 则 该 张 卡片 
正 摆 ; 如 果 没 有 ， 则 第 一 、 三 、 五 片 左 右 翻 ， 第 二 、 四 片上 下 翻 ; 然后 
6 张 卡片 对 齐 ， 把 写 有 全 部 省 、 市 、 自 治 区 的 第 六 张 卡片 放 在 最 下 面 。 
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例如 ， 游 戏 人 说 他 想 的 省 、 市 、 自 治 区 ， 出 现在 第 三 、 四 片 中 ， 那 么 主 
持 人 就 将 第 一 片 正 摆 ， 第 二 片 也 正 摆 ， 第 三 片 左右 翻 摆 ， 第 四 片上 下 蔓 
摆 ， 第 五 、 六 片 正 摆 。6 片 对 齐 后 , 前 5 张 卡片 只 留 下 一 个 洞 是 全 部 通 
过 的 ， 这 个 洞 正 对 着 第 六 张 卡片 上 的 “ 台 ”， 就 是 游戏 人 所 想 的 省 、 
市 、 自 治 区 : 台湾 省 。 

这 可 是 一 个 有 趣 的 魔术 ， 建 议 你 们 照样 做 一 副 道具 ， 相 信 你 将 会 在 
同伴 中 引起 不 小 的 秘 动 ! 

这 套 卡 片 是 如 何 设计 制作 的 呢 ? 首先 ， 制 作 第 六 片 ， 把 32 个 省 、 
市 、 自 治 区 按 4 x8 排列 写 出 来 。 

其 次 ,设计 打 孔 , 第 一 、 二 、 三 、 四 、 五 每 片 各 开 16 个 孔 
(图 3-6) ， 留 下 16 个 位 置 写 省 、 市 、 自 治 区 。 由 于 第 一 、 三 、 五 片 左 
右 翻 ， 第 二 、 四 片上 下 翻 ， 因 此 所 设计 的 孔 应 使 翻 后 不 产生 重复 。 


(第 一 片 ) 〈 第 二 片 ) (第 三 片 (第 四 片 ) 《第 五 片 ) 〈 第 六 片 ) 


图 3-6 
再 次 ， 根 据 第 六 张 卡片 上 所 写 省 、 市 、 自 治 区 的 位 置 ， 分 别 在 第 
一 、 二 、 三 、 四 、 五 张 卡 片上 相应 位 置 写 上 省 、 市 、 自 治 区 ， 即 成 前 面 
所 展示 的 6 张 卡片 。 
最 后 ， 为 了 增加 迷惑 性 、 趣 味 性 ， 我 们 还 可 以 将 第 一 、 二 、 三 、 
四 、 五 、 六 张 卡片 上 的 省 、 市 、 上 自治 区 进行 调整 位 置 ， 使 其 杂乱 起 来 。 
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小 魔术 之 四 : 有 趣 的 方 格 纸 
在 抗日 战争 中 ， 我 地 下 工作 者 给 游击 队 传 递 了 一 张 情报 纸 (图 
3=7 (a) ) 。 


我 游击 队长 拿 出 一 张 开 有 某 些 方 格 孔 的 “天 窗 纸 ”( 图 3-7 (b)， 
又 称 密码 钥匙 ) 覆盖 在 情报 纸 上 面 ,看 出 了 几 个 字 (图 3-8 (a)); 
接着 ， 绕 着 中 心 按 顺 时 针 方 向 旋转 90" 后 ， 又 看 出 了 几 个 字 (图 8-8 
(b)); 再 (方向 与 前 次 相同 ) 旋转 90°? 后 ， 义 看 出 了 几 个 字 (图 3-8 
(c) ); 最 后 ,旋转 90° 后 ， 看 出 了 最 后 的 几 个 字 (图 3-8 (d))。 这 
样 ， 经 过 旋转 3 回 观看 4 次 ,我 地 下 工作 者 传递 的 情报 就 十 分 清楚 
了 : 政 一 百 五 十 多 人 ， 由 松 三 带 队 ， 明 早 九 时 进犯 李 各 庄 。 请 派 武 工 
队 到 五 虎 山 伏 敌 。 
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这 种 秘密 通信 工具 是 如 何 制作 、 填 写 的 呢 ? 

天 窗 纸 的 制作 方法 是 灵活 的 ， 当 然 它 有 一 定 的 规则 。 它 是 依据 数学 
原理 设计 出 来 的 。 

首先 ， 根 据 信息 传递 的 字数 ， 在 一 张 纸 上 打 好 每 边 为 偶数 的 方 格 ， 
如 4 x4, 6x6, 8 x8 等 。 这 里 以 6 x6 为 例 ,， 由 于 一 共 可 以 填写 36 个 
字 ， 这 样 旋转 3 回填 写 4 次 ， 每 次 最 多 只 能 填 人 9 个 字 (和 否则 ， 得 不 到 
充分 利用 或 者 造成 重复 ) 。 因 此 ，6 x6 方 格 纸 应 控 去 其 中 的 (6 x6: 
4 = ) 9 个 方 格 。 这 9 个 方 格 如 何 确定 呢 ? 这 里 介绍 天 窗 纸 的 3 种 做 法 。 

(1) 用 粗 线 把 准备 作为 天 窗 纸 的 6 x6 方 格 纸 ， 绕 着 中 心 分 为 3 层 ， 
从 里 到 外 分 别 叫做 第 一 层 、 第 二 层 、 第 三 层 (图 3-9 (a) ) 。 第 一 层 有 4 
个 方 格 ， 第 二 层 有 12 个 方 格 ， 第 三 层 有 20 个 方 格 。 由 于 情报 纸 是 由 旋 
转 3 回填 写 4 次 做 成 的 ， 因 此 天 窗 纸 的 第 一 层 只 宜 控 去 1 格 ， 旋 转 一 周 
便 可 填 满 4 格 ; 第 二 层 要 挖 去 3 格 ， 但 要 注意 控 去 的 格 应 在 每 次 旋转 后 
都 不 与 前 重复 ; 第 三 层 要 挖 去 5 格 ， 同样 要 注意 挖 去 的 格 应 在 每 次 旋转 
后 都 不 与 前 重复 。 这 样 ， 天 窗 纸 就 做 成 了 。 

(2) 把 准备 作为 天 窗 纸 的 6 x6 方 格 纸 分 为 相等 的 4 个 部 分 
(图 3-9 (b))。 如 果 在 左上 角 部 分 挖 去 9 个 格 ， 那 么 旋转 一 周 便 可 
填 满 所 有 的 格 。 现 在 ,我 们 未 必 这 样 做 。 我 们 拿 一 张 与 左上 角 部 分 
一 样 大 小 的 方 格 纸 ， 先 放 在 6 x6 方 格 纸 的 左上 角 部 分 ， 从 上 到 下 随 
意 挖 去 几 个 格 ; 接着 ， 绕 着 中 心 按 顺 时 针 方 向 旋转 3 次 ， 每 次 都 是 
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旋转 90"， 每 次 都 是 从 上 到 下 挖 去 剩 下 的 某 些 格 ， 直 至 一 共 控 去 了 9 
个 格 为 止 。 


(3) 在 准备 作为 天 窗 纸 的 6 x6 方 格 纸 上 ， 随 便 确 定 一 个 天 窗 ， 将 
这 个 天 窗 绕 着 正方 形 的 中 心 旋转 3 次 ， 每 次 都 是 90%。， 在 所 能 达到 的 位 
置 上 打 “x”( 表 示 不 能 青 作 为 天 窗 ) 。 第 一 个 天 窗 开 好 后 ， 在 没有 记 
号 的 方 格 中 任 选 一 个 做 第 二 个 天 窗 ， 如 此 等 等 ， 直 至 不 再 有 不 能 再 作为 
天 窗 的 方 格 为 止 。 

做 好 了 天 窗 纸 之 后 ， 填 写 情 报纸 就 不 困难 了 。 为 了 更 加 保密 起 见 ， 
也 可 以 在 情报 纸 上 填 写 电 报 数 码 。 收 件 人 收 到 后 ， 先 用 天 窗 纸 将 杂乱 无 
章 的 数码 理 好 顺序 ， 然 后 再 将 数码 译 成 汉字 的 情报 。 这 样 就 更 为 保 
密 了 。 

如 果 情 报纸 不 幸 落 入 敌人 手中 ， 即 使 敌人 知道 了 它 的 制作 、 填 写 方 
法 ， 但 是 不 知道 天 窗 纸 的 开 孔 位 置 与 旋转 方向 ， 也 是 没 法 适时 破译 的 。 
因为 这 种 天 窗 纸 9 个 孔 的 开 法 有 26 万 多 种 〈4? = 262144 ) ， 旋 转 方向 又 
有 顺 时 针 与 逆 时 针 两 种 ， 倘 车 一 一 试 过 ， 妄 想 猜测 出 来 ， 那 就 如 同 大 海 
捞 针 ， 是 很 难 办 到 的 。 

但 是 ， 地 下 工作 者 要 保存 一 张 天 窗 纸 也 是 十 分 危险 的 ， 只 有 在 脑子 
里 记 住 空格 的 位 置 才 保 险 。 怎 样 才能 记 住 这 张 训 无 规律 的 天 窗 纸 呢 ? 我 
们 可 以 利用 二 进 数 。 因 为 二 进 数 可 以 用 两 种 状态 来 表示 ; 反 过 来 ， 具 有 
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两 种 状态 的 任何 东西 ， 都 可 以 记 成 一 个 二 进 数 。 

天 窗 纸 的 每 格 具有 两 种 状态 .有 孔 、 无 孔 。 我 们 把 有 孔 记 作 1, 无 
孔 记 作 0。 这 样 6 x6 的 天 窗 纸 ， 就 可 以 看 成 是 6 个 六 位 二 进 数 ， 记 住 了 
这 6 个 二 进 数 就 记 住 了 这 张 天 窗 纸 。 但 是 ，6 个 六 位 二 进 数 仍 不 容易 记 
牢 。 这 时 ， 我 们 可 以 把 6 个 二 进 数 转化 为 6 个 十 进 数 ， 记 忆 就 方便 多 
了 。 例 如 ， 上 述 天 窗 纸 的 6 个 二 进 数 及 其 相关 的 6 个 十 进 数 分 别 如 
表 3-1 所 示 。 


表 3-1 
二 进 数 001010 010000 001000 010010 100000 001001 
十 进 数 10 16 8 18 32 9 


我 们 生活 在 一 个 信息 的 时 代 。 信 息 既 有 时 间 性 ， 又 有 保密 性 。 在 通 
信 交 流 中 如 何 “ 保 密 ” 呢 ?可 以 使 用 这 里 介绍 的 一 种 简单 的 密码 制 
造 法 。 

在 现代 通信 技术 中 ， 通 常 需要 首先 把 传送 的 信息 变 成 简单 的 符 
号 ， 绸 利用 编码 方法 把 它 变 成 电信 号 发 送出 去 ， 对 方 根据 收 到 的 电 
信号 ， 经 过 解码 还 原 为 原来 的 信息 。 信 息 传 输 和 编码 的 理论 在 数字 
电子 计算 机 和 通信 系统 中 已 被 广泛 运用 。 猜 x x 过程 实际 上 是 一 个 
信息 编码 传输 过 程 ， 行 猿 者 先 诱导 被 猜 者 将 所 看 到 的 信息 进行 二 进 
制 编码 ， 并 将 编码 后 的 数字 信息 传 给 行 猜 者 ， 最 后 行 猜 者 再 进行 解 
码 还 原 成 原来 的 真实 信息 。 这 是 现代 数学 信息 技术 中 的 最 基本 原理 
的 简单 运用 。 

编制 密码 有 一 套 专 门 学 问 ， 它 的 方法 也 很 多 ,但 主要 依据 是 某 些 数 
学 原理 。 数 学 是 制造 密码 、 当 然 也 是 破译 密码 的 工具 。 电 子 计算 机 的 发 
展 ， 给 破译 各 种 密码 提供 了 极 大 的 方便 。 可 以 说 任何 密码 都 可 以 在 有 限 
时 间 内 破译 ， 只 是 有 些 密码 破译 所 费时 间 太 长 ， 以 至 于 密码 译 出 后 已 经 
失去 了 它 的 实际 意义 。 
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前 面 介 绍 的 游戏 都 是 需要 道具 的 。 现 在 介绍 几 种 不 需要 道具 的 猜 数 

游戏 : 
猜 数 游戏 之 一 

甲 : 你 先 想 好 一 个 整数 ， 用 不 着 告诉 我 。 你 只 要 回答 我 的 提问 ， 我 
就 能 猜 出 你 想 的 是 哪 一 个 整数 。 

乙 : 我 已 经 想 好 一 个 整数 了 。 

甲 : 是 奇数 还 是 偶数 ? 

乙 : 奇数 ( 甲 在 心中 记 作 : *###y## 1 ) 。 

甲 : 除 以 2 (不 能 被 2 整除 时 ， 采 用 带 余 除法 ， 下 同 ) ， 商 是 奇数 
还 是 偶数 ? 

乙 : 奇数 〈 甲 在 心中 记 作 : **** 11(,,)。 
: 商 再 除 以 2 呢 ? 
: 偶数 〈 甲 在 心中 记 作 : *##** 011) ) 。 
: 所 得 的 商 再 除 以 2 呢 ? 
: 偶数 〈( 甲 在 心中 记 作 : ** 0011 ) 。 
: 所 得 的 商 再 除 以 2 呢 ? 
: 奇数 〈 甲 在 心中 记 作 : * 10011 ) 。 
: 所 得 的 商 再 除 以 2 呢 ? 
: 不 能 再 除了 〈 甲 在 心中 记 作 : 100112) =19)。 
: 这 个 数 是 19， 对 吗 ? 
: 对 的 。 你 是 怎么 猜 出 来 的 呢 ? 
: 根据 前 面 二 进 数 与 十 进 数 互 化 的 知识 ， 我 的 一 个 个 问题 ， 实 际 
上 是 将 你 的 十 进 数 化 为 二 进 数 。 然 后 ， 再 把 这 个 二 进 数 化 为 十 进 数 ， 便 
得 到 你 心中 想 的 整数 了 。 现 在 ， 让 我 来 具体 地 告诉 你 吧 ! 

你 对 我 第 一 个 问题 的 回答 ， 实际 上 告诉 了 我 二 进 数 的 第 一 位 
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(2 位 ) 数 。 因 为 奇数 化 为 二 进 数 ， 它 的 第 一 位 数 一 定 是 1; 而 偶数 ， 一 
定 是 0。 

同样 地 ， 你 对 我 第 二 、 三 、 四 、 五 个 问题 的 回答 ， 实 际 上 告诉 了 我 
二 进 数 的 第 二 、 三 、 四 、 五 位 数 。 另 外 ， 由 你 对 我 第 六 个 问题 的 回答 ， 
知道 了 这 个 二 进 数 是 五 位 二 进 数 。 这 样 ， 就 不 难 知道 你 心中 想 的 那个 整 
数 了 。 

我 还 可 以 有 一 个 更 简单 的 办 法 : 你 第 一 次 告诉 我 奇数 ， 我 心中 记 住 
1; 第 二 次 告诉 我 奇数 ， 我 在 心中 加 上 2 ( =2 ), 得 3; 第 三 次 告诉 我 
偶数 ， 不 变 ， 若 是 奇数 ， 就 加 上 2 ; 第 四 次 告诉 我 偶数 ， 不 变 ， 若 是 奇 
数 ， 就 加 上 2 ; 第 五 次 告诉 我 奇数 ,加 上 16 ( =2 ), 得 19。 

猜 数 游戏 之 二 

甲 (主持 人 ) : 你 们 推荐 一 个 人 ， 请 他 在 黑板 上 任意 写 一 个 不 大 于 
1000 的 目 然 数 ， 我 不 看 这 个 数 ， 你 们 把 它 记 在 纸 上 ， 然 后 把 这 个 数 氨 
掉 。 我 至 多 猜 十 次 就 一 定 能 够 猜 到 它 。 但 我 每 猜 一 次 后 ， 你 们 都 要 与 所 
记 的 自然 数 进行 比较 ， 告 诉 我 ， 是 猜 大 了 ， 还 是 猜 小 了 ， 我 再 往 下 猜 。 

乙 ( 被 推荐 的 人 ) 在 黑板 上 写 下 一 个 数 613， 其 他 人 记 住 了 这 个 
数 ， 然 后 把 613 擦 掉 。 

现在 ， 开 始 猜 数 。 
: 第 一 次 ， 我 猜 它 是 512。 
: 错 ， 猜 小 了 。 
: 第 二 次 ， 我 猜 它 是 768 。 
: 错 ， 猜 大 了 。 
: 第 三 次 ， 我 猜 它 是 640。 
: 错 ， 还 是 猜 大 了 。 
: 好 ， 第 四 次 ， 我 猜 它 是 576。 
: 又 钳 了 ， 但 猜 小 了 。 
: 第 五 次 ， 我 猜 它 是 608 。 
: 又 错 了 ， 还 是 猜 小 了 。 
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: 第 六 次 ， 我 猜 它 是 624 。 
: 还 是 错 了 ， 猜 大 了 。 
: 第 七 次 ， 这 次 猜 它 是 616 。 
: 还 是 错 了 ， 又 猜 大 了 。 
: 第 八 次 ， 这 次 猜 它 是 612 。 
: 仍然 错 了 ， 但 猜 小 了 。 
: 第 九 次 ， 倒 数 第 二 次 ， 我 猜 它 是 614 。 
: 仍然 错 了 ， 猜 大 了 。 
: 好 啊 ! 第 十 次 ， 最 后 一 次 ， 我 猜 它 是 613 。 
: (惊讶 、 欢 叫 ) 猜 对 了 ， 猜 对 了 了。 再 来 一 回 。 
: 可 以 , 但 请 你 们 讨论 出 猜 数 的 变化 规律 后 ， 再 试 一 试 。 

这 里 ,第 一 次 猜 的 数 是 512 =2 ， 猜 小 了 ; 第 二 次 猜 的 数 是 768 =2 + 
2 ， 猜 大 了 ; 将 2 换 为 2 ， 第 三 次 猜 的 数 是 640 =2 +2 ， 猜 大 了 ; 将 
2 换 为 2 ， 第 四 次 猜 的 数 是 576 =2 +2 ， 猜 小 了 ; 第 五 次 猜 的 数 是 
608 =2? +25 +25， 猜 小 了 ; 第 六 次 猜 的 数 是 624 =2? +25 +25 +24， 猜 
大 了 ; 将 2 换 为 2 ， 第 七 次 猜 的 数 是 616 =2 +2 +2 +2 ， 猜 大 了 ; 
将 23 换 为 2 ， 第 八 次 猜 的 数 是 612 =2 ”+2 +2 +22， 猜 小 了 ; 第 九 次 
猜 的 数 是 614 =2” +2 +2 +2 +2 ， 猜 大 了 ; 将 2 换 为 2 ， 第 十 次 猜 
的 数 是 613 =22 +2 +2 +2 +2”， 猜 对 了 。 

猜 数 的 方法 是 : 第 一 次 猜 的 数 是 512 =2 。 如 果 偏 大 了 ， 将 2 换 为 
25 ， 第 二 次 猜 256 =2:， 如 果 偏 小 了 ， 再 加 上 2 ， 第 二 次 猜 768 =2? + 
2 。 第 二 次 猜 后 ， 如 果 变 为 偏 大 ， 则 将 加 上 的 换 为 下 一 档 ; 如 果 还 是 偏 
小 ， 则 加 上 下 一 档 再 猜 ; ……: 总 之 ， 第 一 次 猜 512 =2 后 ， 偏 大 则 换 为 
下 一 档 ; 偏 小 则 再 加 下 一 档 。 直 至 求 出 结果 613 =2” +2 +2 +2 +2 7 
为 止 。 

我 们 知道 ， 任 何 一 个 自然 数 都 可 以 唯一 地 表示 为 二 进 数 。 例 如 ， 
613 =1001100101, =2”+2 +2 +2 +2 。 因 此 ， 上 述 猜 数 游戏 ， 历 经 
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2 ，2 ，2 ，…，2"” 的 10 次 决定 取舍 ， 最 后 总 能 猜 出 正确 的 结果 。 
猜 数 游戏 之 三 

我 们 知道 ， 任 何 一 个 不 大 于 1000 的 自然 数 m 都 可 以 唯一 地 表示 为 
m=2” +2 +2 +…+2*， 其 中 ， 自 然 数 满 足 9 宇 k 二 0，+ 取 + 或 -， 
两 者 必 居 其 一 。 

WI 13040 0 2 0 

据 此 ， 再 看 猜 数 游戏 之 二 。 

第 一 次 猜 的 数 是 512 =2”， 猜 小 了 ; 第 二 次 猜 的 数 是 768 =2 +2 ， 
猜 大 了 ; 第 三 次 猜 的 数 是 640 =2 +2 -2 ， 猜 大 了 ; 第 四 次 猜 的 数 是 
576 =2 +23 -2 -246， 猜 小 了 ; 第 五 次 猜 的 数 是 608 =2? +23 -27 -25 
+2 ， 猜 小 了 ; 第 六 次 猜 的 数 是 624 =2” +2: -2 -2s +2 +2， 猜 大 
了 ; 第 七 次 猜 的 数 是 616 =2 ”+2 -2 -2 6+2 +24 -2 ， 猜 大 了 ;第 八 
次 猜 的 数 是 612 =2” +2 -27 -26 +2 +2 -2 -2 ， 猜 小 了 ; 第 九 次 猜 
的 数 是 614 =2 +2 -2 -2 +2 +2 -2 -2 +2， 猜 大 了 ;第 十 次 猜 
的 数 是 613 =2” +2 -2 -2 425 42 -2 -2 +2 -2 。 

这 种 猜 数 的 方法 是 : 第 一 次 猜 的 数 是 512 =2 。 如 果 猜 大 了 ， 第 二 
次 猜 的 数 是 256 =2” -2 ; 如 果 猜 小 了 ， 第 二 次 猜 的 数 是 768 =2 +2 。 
第 三 次 猜 的 数 ， 如 第 二 次 猜 大 了 ， 则 用 第 二 次 猜 的 数 减 去 128 =2 ， 如 
第 二 次 猜 小 了 ， 则 用 第 二 次 猜 的 数 加 上 128 =2 。 第 四 、 第 五 …… 第 十 
次 猜 的 数 ， 如 上 一 次 猜 大 了 ， 或 猜 小 了 ， 则 在 上 一 次 所 猜 的 数 上 依次 减 
去 或 加 上 64 =24，32 =22，…，1 =29。 

猜 数 游戏 之 四 

甲 (主持 人 ): 你 们 推荐 一 个 人 ， 请 他 在 黑板 上 任意 写 一 个 不 大 于 
1000 的 自然 数 ， 我 不 看 这 个 数 ， 你 们 把 它 记 在 纸 上 ， 然 后 把 这 个 数 氛 掉 。 
我 至 多 猜 10 次 就 一 定 能 够 猜 到 它 。 但 我 每 猜 一 次 后 ， 你 们 都 要 与 所 记 的 
自然 数 进行 比较 ， 告 诉 我 ， 是 猜 大 了 ， 还 是 猜 小 了 ， 我 再 往 下 猜 。 

Z (被 推荐 的 人 ) 在 黑板 上 写 下 一 个 数 613， 其 他 人 记 住 了 这 
个 数 。 
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现在 ， 开 始 猜 数 。 

: 第 一 次 ， 我 猜 它 是 500。 

: 错 ， 猜 小 了 。 

: 第 二 次 ,我 猜 它 是 750。 

: 错 ， 猜 大 了 。 

: 第 三 次 ， 我 猜 它 是 625。 

: 错 ， 还 是 猜 大 了 。 

: 好 ， 第 四 次 ， 我 猜 它 是 561。 

: 又 错 了 ， 但 猜 小 了 。 

: 第 五 次 ， 我 猜 它 是 593。 

: 义 错 了 ， 还 是 猜 小 了 。 

: 第 六 次 ,我 猿 它 是 609。 

: 还 是 错 了 ， 猿 小 了 。 

: 第 七 次 ， 这 次 猜 它 是 617 。 

: 还 是 错 了 ， 又 猜 大 了 。 

: 第 八 次 ， 这 次 猜 它 是 613 。 

: 〈 惊 讶 、 欢 叫 ) 猜 对 了 ， 猜 对 了 。 再 来 一 回 。 
: 可 以 ， 但 请 你 们 讨论 出 猜 数 的 变化 规律 后 ， 再 试 一 试 。 

这 里 ， 采 用 的 是 “ 先 折 半 后 靠 2 的 罕 ” 的 猜 数 法 。 具 体 猜 数 的 方 
法 是 : 第 一 次 猜 的 数 是 1000 的 一 半 5$00。 如 果 猜 大 了 ， 第 二 次 猜 的 数 是 
500 加 上 500 的 一 半 250 ( =750) ; 如 果 猜 小 了 ， 第 二 次 猜 的 数 是 500 
减 去 500 的 一 半 2S0 ( =250) 。 第 三 次 猜 的 数 ， 如 第 二 次 猜 大 了 ， 则 用 
第 二 次 猜 的 数 减 去 250 的 一 半 125 ， 如 第 二 次 猜 小 了 ， 则 用 第 二 次 猜 的 
数 加 上 250 的 一 半 125。 接 着 ， 由 于 125 不 好 折 半 ， 改 靠 2 的 震 。 第 四 、 
第 五 …… 第 十 次 猜 的 数 ， 如 上 一 次 猜 大 了 ， 或 猜 小 了 ， 则 在 上 一 次 所 猜 
的 数 上 依次 减 去 或 加 上 64，32，16,，8, 4，2，1。 现 在 ， 请 读者 思考 : 
这 样 的 猜 数 游戏 ， 为 什么 至 多 猜 10 次 ， 最 后 总 能 猜 出 正确 的 结果 。 
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弃 九 法 猜 数 游戏 之 一 

我 们 知道 ， 习 以 为 常 的 十 进 数 有 着 一 个 有 趣 的 特性 : 一 个 十 进 数 除 
以 9 所 得 到 的 余数 ， 等 于 这 个 十 进 数 的 各 个 数位 上 的 数 的 和 除 以 9 所 得 
到 的 余数 。 根 据 这 个 特性 ， 既 可 以 进行 验算 (俗称 弃 九 法 验算 )， 也 可 
以 进行 猜 数 游戏 。 现 在 ， 从 一 则 颇 为 动人 的 故事 谈 起 。 

古代 的 波斯 国 ， 有 个 国王 是 数学 迷 。 一 天 ， 有 一 位 少年 求 见 国王 ， 
说 是 要 献上 一 道 有 趣 的 数学 游戏 。 国 王 招 见 后 ， 这 位 少年 说 道 :“ 国王， 
请 您 背 者 我 ， 任 意 写 出 一 个 不 少 于 两 位 的 正 整 数 ， 表 用 它 减 去 这 个 正 整 
数 各 个 数位 上 的 数 的 和 ， 然 后 在 所 得 的 差 中 随便 圈 起 其 中 的 一 个 不 为 零 
的 数字 ， 把 剩 下 的 数字 逐个 告诉 我 。 我 便 能 立即 知道 您 所 圈 起 来 的 是 一 
个 什么 数字 。” z 

国王 不 解 地 说 :“ 你 怎么 能 知道 我 随便 圈 起 来 的 那个 数字 呢 ?” 

“国王 如 果 不 信 ， 可 以 立即 验证 。” 这 位 少年 满 有 把 握 地 说 。 

于 是 ， 国 王 背 着 少年 ， 写 下 了 一 个 七 位 数 73540876， 让 别人 用 它 减 
去 各 个 数位 上 的 数 的 和 (7 + +4+0+8+7+6=) 37， 得 7540876 - 
37 =7540839。 接 着 ， 国 王 在 所 得 的 差 中 把 3 圈 起 来 ， 说 道 :“ 我 已 经 按 
照 你 的 说 法 做 了 ， 剩 下 的 数字 是 7，5，4，0，8，9， 你 知道 我 圈 起 来 
的 是 一 个 什么 数字 吗 ?” 

“知道 ! 国王 ， 您 圈 起 来 的 是 3。” 少 年 立刻 回答 道 。 

国王 感到 很 惊奇 。 他 怎么 能 知道 呢 ? 当 这 位 少年 把 其 中 的 奥妙 告诉 
国王 后 ， 国 王 对 这 一 奇妙 的 数学 游戏 很 感 兴趣 ， 于 是 重 赏 了 这 位 少年 。 
这 位 少年 是 怎样 推算 出 来 的 呢 ? 

这 是 一 个 有 趣 的 数学 游戏 。 只 要 把 圈 后 剩 下 的 各 个 数 加 起 来 〈 或 者 不 
必 加 上 0 与 9) ， 看 看 还 要 再 加 上 一 个 什么 一 位 数 ， 正 好 是 9 的 整数 倍 ， 那 
么 这 个 数 就 是 被 财 起 来 的 那个 数 。 这 里 ,7 +5+4+0+8+9=33, 或 7+5+ 
4 +8 =24， 都 是 再 加 上 3， 正 好 是 9 的 整数 倍 ， 所 以 被 圈 起 来 的 数 是 3。 

弃 九 法 猜 数 游戏 之 二 
在 整个 游戏 的 过 程 中 ， 老 师 面 各 学生， 始终 不 看 黑板 。 老 师 先 请 一 
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位 学 生 在 黑板 上 随意 写 出 一 个 多 位 数 ， 例 如 ，7516726。 然 后 ， 再 请 一 
位 学 生 把 刚才 所 写 的 数 随意 打 乱 排 成 男 一 个 数 ， 例 如 2176567。 接 着 ， 
计算 这 两 个 多 位 数 的 差 (大 数 减 小 数 )，7516726 - 2176567 = 5340159。 
最 后 ， 请 一 位 学 生 在 差 中 随意 划 掉 一 个 非 零 的 数字 ， 并 把 余下 的 数字 按 
任意 次 序 高 声 读 出 ， 例 如 ， 划 掉 一 个 数字 5， 读 为 534019。 这 时 ， 老 师 
便 能 正确 迅速 地 说 出 学 生 划 掉 的 数字 是 几 (5)。 

这 个 游戏 的 奥秘 在 哪里 呢 ? 我 们 知道 ， 一 个 多 位 数 除 以 9 所 得 的 余 
数 等 于 这 个 多 位 数 各 个 数位 上 的 数 的 和 除 以 9 所 得 的 余数 。 因 此 ， 随 意 
写 出 的 多 位 数 与 后 来 据 此 打 乱 排 成 的 另 一 个 多 位 数 ， 它 们 除 以 9 就 具有 
相同 的 余数 ， 它 们 的 差 (大 数 减 小 数 ) 是 9 的 倍数 。 这 就 是 说 ， 差 的 
各 个 数位 上 的 数字 的 和 是 9 的 倍数 。 所 以 ， 在 差 中 随意 划 掉 一 个 非 零 数 
字 后 ， 便 能 猜 出 被 划 掉 的 数字 。 例 如 ， 在 上 例 中 ， 老 师 把 学 生 高 声 读 出 
的 数字 ， 用 心算 加 起 来 ,得 5+3 +4+0 +1+9 =22， 再 把 这 里 各 个 数 
位 上 的 数 相 加 ， 直 到 得 到 一 个 数字 为 止 ，2 +2 =4。 其 至， 可 以 这 样 地 
心算 : 不 必 加 上 0 与 9, 得 S+3+4+1=13， 再 把 这 里 各 个 数位 上 的 数 
字 相 加 ， 直 到 得 到 一 个 数字 为 止 ， 1 +3 =4。 这 里 所 得 的 数字 是 4， 说 
明 被 划 掉 的 数字 是 5。 添 上 这 个 数字 5 后 ， 差 就 是 9 的 倍数 。 

弃 九 法 猜 数 游戏 之 三 
(扑克 牌 游戏 ) 

老师 把 一 副 扑克 上牌 的 大 王 、 小 王 拿 起 来 ， 同 时 说 明 每 张 牌 代表 一 个 
数 : 2,，3,，4,，5, 6, 7，8，9，10 就 代表 本 身 所 标明 的 数 ; J，Q,，K 
和 A 分别 代表 11，12，13 和 1。 接 着， 老师 按 黑 桃 、 红 心 、 梅 花 、 方 
块 4 种 不 同 的 花色 分 别 发 给 甲 、 乙 、 丙 、 丁 4 个 学 生 。 每 位 学 生 一 种 花 
色 ， 都 是 13 张 牌 。 让 他 们 各 自 将 这 13 张 牌 任意 分 为 若干 组 ， 每 组 的 张 
数 是 随意 的 ， 然 后 计算 出 各 组 每 张 牌 所 代表 的 数 的 和 。 在 这 些 所 求 的 和 
中 任意 删 掉 一 个 数字 ， 将 剩 下 的 数字 告诉 老师 。 老 师 就 能 很 快 地 说 出 被 
删 掉 的 数字 。 

例如 ， 学 生 甲 的 分 组 演算 如 下 : 
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A 

5 J 

6 Q 3 

7 10 2 
十 9 4 8 

28 (3) 9 24 


甲 将 其 中 的 一 个 数字 3 删 掉 ， 告 诉 老师 2，8，9，2，4 五 个 数字 。 
老师 很 快 地 说 出 了 被 删 掉 的 数字 是 3。 


学 生 乙 的 分 组 演算 如 下 : 
A 
9 2 
3 8 Q 
7 K 10 
十 9 J 4 6 
25 34 26 (6) 


乙 将 最 后 一 个 数字 6 删 掉 ， 告 诉 老师 2，$，3，4，2，6 六 个 数字 。 
老师 也 很 快 就 说 出 了 被 删 掉 的 数字 是 6。 


学 生 丙 的 分 组 演算 如 下 : 
2 
J K A 3 6 7 
+ 9 10 8 Q 4 5 
22 23 9 15 1(0) ， 12 


再 将 其 中 的 一 个 数字 0 删 掉 ， 告 诉 老师 2, 2, 2, 3, 9, 1, 5, 1， 
1，2 十 个 数字 。 老 师 问 道 : 删 掉 的 这 个 数 比 5 大 吗 ? 两 回答 : 比 5 小 。 
老师 随 之 说 出 了 被 删 掉 的 数字 是 0。 
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G 3 猜测 游戏 
学 生 丁 在 分 组 后 采用 有 “进位 ”的 加 法 演算 : 


J Q K 
3 10 2 了 8 
十 95 9, 6 Al 4 
2 2 3 1 9 2 


丁 将 其 中 的 一 个 数字 9 删 掉 ， 告 诉 老师 2，2，3，1，2 五 个 数字 。 
老师 问 道 : 删 掉 的 这 个 数 比 5 大 吗 ? 丁 回答 : 比 5 大 。 老 师 随 之 说 出 了 
被 删 掉 的 数字 是 9。 

这 里 的 奥秘 是 什么 呢 ? 原 来 老师 首先 将 学 生 告知 的 余下 的 各 个 数 相 
加 (或 者 不 必 加 上 0 与 9) ， 如 果 加 得 的 和 是 两 位 数 ， 再 将 组 成 这 个 两 
位 数 的 各 个 数位 上 的 数 相 加 ， 使 之 成 为 一 位 数 ， 然 后 用 10 减 去 这 个 一 
位 数 ， 所 得 的 数 就 是 被 删 掉 的 数字 。 这 里 有 一 种 情况 必须 注意 : 当 所 求 
余下 各 个 数 的 最 后 和 为 1 时 ， 被 删 掉 的 数字 有 两 种 可 能 : 9 或 0。 遇 到 
这 种 情况 ， 可 先 问 被 删 掉 的 数 比 5 大 吗 ? 若 大 于 5， 则 为 9; 若 小 于 $， 
则 为 0。 

于 是 ， 甲 余下 各 数 的 和 是 2+8 +9+2+4=253， 进 而 2+S$=7， 甲 
删 掉 的 数字 是 10 -7 =3。 乙 余下 各 数 的 和 是 2+5+3+4+2+6=22， 
进而 2+2 =4， 乙 删 掉 的 数字 是 10 -4 =6。 丙 余下 各 数 的 和 是 2 +2 +2 
+3+9+1+5+1+1+2=28， 进 而 2+8=10,1 +0=1， 丙 删 掉 的 数 比 
5 小 ， 所 以 这 个 被 删 掉 的 数字 是 0。 丁 余下 各 数 的 和 是 2+2+3+1 +2 = 
10，1+0=1， 丁 删 掉 的 数 比 5 大 ， 所 以 这 个 被 删 掉 的 数字 是 9。 

现在 来 说 说 这 一 扑克 牌 游戏 的 理论 根据 。 我 们 知道 ， 能 被 9 整除 的 
自然 数 的 各 个 数位 上 的 数 的 和 必定 能 被 9 整除 ; 反之 ， 不 能 被 9 整除 的 
自然 数 的 各 个 数位 上 的 数 的 和 也 必定 不 能 被 9 整除 。 这 里 13 张 牌 的 和 
是 : A+2+3+4+5+6+7+8+9+10+J+Q+K=91,9+1=10, 1+ 
0 =1。 由 上 述 整除 性 质 可 以 知道 ， 这 13 张 牌 的 和 不 能 被 9 整除 ， 且 其 
余数 必定 是 1。 因 此 把 13 张 牌 任意 分 为 知 干 组 相 加 ， 所 得 各 组 和 的 各 
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个 数位 上 的 数 的 和 也 不 能 被 9 整除 ， 且 其 余数 也 必定 是 1。 又 因为 两 个 
非 负 整数 的 和 为 1 的 ， 有 且 仅 有 一 种 情况 : 1 +0 =1。 从 而 可 知 各 组 和 
的 各 个 数位 上 的 数 的 和 的 最 小 两 位 数 必定 是 10。 


] ,人 铺 年 龄 游戏 


猜 x x 游 戏 ， 并 非 是 二 进 数 的 “专利 "” 。 现 在 用 三 进 数 来 进行 这 一 
类 游戏 。 这 里 以 猜 年 龄 为 例 。 先 制作 下 面 的 4 张 表 ( 表 3-2~ 表 3-5)， 
这 是 猜 年 龄 游戏 的 道具 。 


游戏 的 方法 是 玩 游戏 的 人 看 了 这 4 张 表 后 ， 说 出 自己 或 别人 的 年 龄 
(不 超过 40 岁 ) 在 哪 几 张 表 中 及 其 正 负 的 情况 ， 那 么 主持 人 就 能 说 出 
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@ 3 猜测 游戏 


这 个 年 龄 来 。 例 如 ， 游 戏 人 报 出 他 所 想 的 年 龄 在 表 3-2 中 是 正 数 ， 表 3- 
3 中 是 负数 ， 表 3-4 中 不 出 现 ， 表 3-5 中 是 正 数 。 主 持 人 就 说 游戏 人 所 
想 的 年 龄 是 25 岁 。 这 里 有 什么 奥秘 呢 ? 

原来 这 4 张 表 是 一 种 编码 。 把 被 猜 的 数 编 成 一 个 由 “ 正 ”、“ 负 ”、 
“无 ”组 成 的 有 序 序列 。 用 “ 正 ”表示 “1”， 用 “ 负 ” 表 示 “ -1", 用 
“无 ”表示 “0”。 于 是 ， 这 4 张 表 十 分 巧妙 地 传递 了 一 个 三 进 数 的 信息 。 例 
如 ， 根 据 上 述 游戏 人 所 报 的 信息 ， 主 持 人 就 进行 如 下 信息 转换 : 

表 的 序号 3-2 3-3 3-4 3.5 

游戏 人 所 报 的 信息 正 负 无 正 

这 里 ， 只 要 对 3 的 不 同 自 然 数 指数 的 医 ， 进 行 熟练 地 口算 ， 就 可 以 
很 快 地 说 出 答案 。 

1 x3° -1x3 +0x3*+1 x3”=1-3+0+27=25 

怎样 制 成 这 样 的 表 呢 ? 表 中 为 什么 要 有 正 、 负 之 分 呢 ? 我 们 知道 ， 
三 进 数 要 用 0，1，2 一 个 数字 来 表示 。 人 但是， 如果 像 对 数 中 表示 负 首 数 
那样 ， 采 用 一 个 “负数 码 ”， 那 么 将 会 有 什么 情况 呢 ? 由 于 任何 一 个 月 
然 数 ， 都 可 以 唯一 地 写成 3 的 不 同 自 然 数 指数 的 竹 的 代数 和 的 形式 〈 即 
都 可 以 由 3 的 不 同 自 然 数 指数 的 才 ， 每 个 最 多 用 一 次 ， 通 过 加 、 减 表示 
出 来 ) 。 这 样 ， 再 把 0，1，-1， 分 别 换 为 “无 ”、“ 正 ”、“ 负 ”来 表 
示 ， 就 成 了 前 面 的 表格 。 


yy 奇妙 猜 姓 


下 面 有 两 个 表 〈 表 3-6,， 表 3-7)， 每 表 各 有 10 格 ， 里 面 填 着 各 种 
姓 ( 共 100 个 2): 

现在 ， 只 要 你 说 出 你 的 姓 分 别 在 两 表 的 哪 一 个 格 内 ， 那 么 就 可 以 立 
即 知道 你 姓 什 么 。 这 是 什么 道理 呢 ? 


中 本 书 采用 我 国 新 的 “ 百 家 姓 ”顺序 ( 《人 民 日 报 》2006 年 1 月 11 日 第 十 一 版 )。 
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©@) 
范 江 传 钟 户 
汪 戴 崔 任 陆 


中 
李 徐 郑 冯 苏 
范 廖 石段 武 


6 
杨 郭 韩 潘 田 
汪 夏 薛 毛 钱 


2 
王孙 罗 曾 叶 
江 姚 能 孝康 


© 
黄 林 昔 圳 杜 
戴 谭 侯 常 施 


3 
张 朱 宋 程 吕 
傅 方 现 孔 质 


4 
刘 马 谢 禁 魏 
钟 金 秦 邵 严 


D 
武康 贺 严 尹 
钱 施 牛 洪 故 


5 
陈 胡 唐 绢 将 
卢 邱 阁 史 尹 


表 3-6 和 表 3-7 中 姓氏 的 排列 是 有 规律 的 。 表 3-6 中 的 每 个 姓 都 是 
由 它 所 在 的 格 的 序数 与 格 内 它 所 在 的 位 置 的 序数 唯一 地 决定 的 ; 表 3-7 
中 的 每 个 姓 也 是 如 此 。 同 时 ， 表 3-6 中 第 Q@ 格 内 的 10 个 姓 ， 分 别 排 在 
表 3-7 中 每 个 格 内 的 第 一 个 位 置 上 ; 表 3-6 中 第 @@ 格 内 的 10 个 姓 ， 分 别 
排 在 表 3-7 中 每 个 格 内 的 第 二 个 位 置 上 ; 其 余 以 此 类 推 。 由 此 可 见 ， 一 
个 姓 在 表 3-6 中 所 在 的 格 的 序数 与 格 内 的 所 在 位 置 的 序数 ， 分 别 是 这 个 
姓 在 表 3-7 中 某 一 格 内 所 在 位 置 的 序数 与 所 在 的 格 的 序数 。 反 之 亦 然 。 
这 样 ， 只 要 你 说 出 你 的 姓 分 别 在 两 表 的 哪 一 个 格 内 ， 就 能 立刻 找 出 对 应 
的 姓氏 。 例 如 ， 你 说 出 你 的 姓 在 表 3-6 的 第 也 格 与 表 3-7 的 第 9 格 内 ， 
那么 你 的 姓 在 表 3-6 的 第 中 格 内 第 10 个 位 置 上 ,或 者 说 ， 你 的 姓 在 表 
3-7 的 第 9 格 内 第 1 个 位 置 上 。 据 此 可 以 知道 你 姓 吴 。 

聪明 的 读者 不 难 知道 ， 这 个 “奇妙 猜 姓 ”， 实 质 上 是 运用 十 进 数 进 
行 的 一 种 猜测 游戏 。 
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4 | 一 位 演变 游戏 


在 二 进 制 中 ， 对 于 一 个 nn 位 二 进 数 4， 如 果 把 4 的 k 个 (k<n) 数 
位 上 的 数 “0” 换 为 “1”，“1” 换 为 “0”， 其 他 数位 上 的 数 不 变 ， 那 
么 新 得 到 的 位 二 进 数 8B 叫做 4 的 上 位 演变 数 。 根 据 这 个 定义 ， 容 易 知 
道 , 4 也 是 8 的 位 演变 数 。 这 就 是 说 ，4 与 B 互 为 上 位 演变 数 。 

利用 大 位 演变 数 可 以 解决 许多 问题 ， 特 别 是 进行 有 趣 的 数学 游戏 。 
现在 先进 行 与 一 位 演变 数 有 关 的 数学 游戏 。 

令 洋人 赞叹 不 已 的 九 连环 

九 连环 是 一 种 深 受 人 们 训 爱 的 益 智 玩 具 ， 在 我 国民 间 流 传 其 广 ， 源 
远 流 长 。 相 传 九 连环 是 公元 前 我 国 一 位 武士 发 明 的 。 远 在 汉代 出 土 的 墓 
器 中 就 发 现 过 类 似 九 连环 的 智 环 。 在 《战国 策 ' 齐 策 六 》 中 就 记述 了 
秦始皇 曾 谴 使 人 齐 ， 出 玉 连 环 ， 难 住 齐 国 群 臣 的 故事 。 在 《红楼 梦 》 
的 第 七 回 也 曾 写 到 伐 玉 、 宝 玉 等 玩 九 连环 。 

九 连环 是 中 国文 化 的 精粹 之 一 。 在 16 世纪 以 前 ， 九 连环 便 已 传 到 
国外 ， 被 誉 为 “中 国 魔 环 ”, 今 洋 人 赞叹 不 已 。 意 大 利 数 学 家 卡尔 丹 
(Cardan，1501 ~1576) 在 其 1550 年 出 版 的 概率 论著 作 《 论 赌博 》 一 书 
中 描述 了 这 种 玩具 。 公 元 1685 年 ， 英国 数学 家 沃 利 斯 (John Wallis， 
1616 ~ 1703) 对 此 作 了 详细 的 数学 说 明 。19 世纪 ， 德国 数学 家 格拉 斯 
曼 (Grassmann ， 了 Hermann Gunther，1809 ~ 1877 ) 用 二 进 数 给 了 它 一 个 
十 分 优美 的 解答 。 现 在 ， 许 多 国外 的 书籍 都 提 到 九 连 环 ， 称 之 为 “Chi- 
nese Puzzle Rings”(〈 中 国 套 环 难题 ) 。2002 年 8 月 在 北京 举办 国际 数学 
家 大 会 期 间 ， 这 个 中 国 古 老 的 游戏 又 引起 了 与 会 数学 家 们 的 浓厚 兴趣 。 
如 果 读 者 仔细 品味 九 连环 所 获 含 的 数学 奥秘 ， 一 定 会 感到 它 是 一 种 难得 
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的 珍品 ， 为 我 国 具 有 悠久 文明 的 中 华 民族 的 聪明 智慧 惊叹 叫绝 。 

九 连环 是 由 9 个 前 后 关联 着 的 相同 的 套 环 与 一 把 剑 形 的 套 框 构成 
的 。 这 9 个 套 环 的 关联 是 盖 瓦 式 的 ， 一 环 不 完全 地 压 着 另 一 环 。 每 个 套 
环 都 附 有 一 根 活 动 的 柄 ， 固 定 在 一 块 横 板 上 。 从 头 到 尾 〈 如 图 4-1 从 右 
到 左 ) ， 依 次 称 为 第 一 环 、 第 二 环 …… 第 九 环 。 九 连环 有 两 种 玩法 : 山 
从 9 个 套 环 都 在 套 框 上 出 发 (图 4-1)， 逐步 把 套 环 解脱 出 来 ， 形 成 套 
环 与 套 框 完全 分 离 的 状态 ; 名 从 套 环 与 套 框 完全 分 离 出 发 ， 逐 步 恢复 到 
9 个 套 环 都 在 套 框 上 的 状态 。 这 是 两 种 互 逆 的 玩法 。 


图 4-1 


可 以 利用 二 进 数 的 知识 来 探析 九 连环 的 奥秘 。 当 套 环 不 在 套 框 上 时 ， 
记 为 “0”; 当 套 环 在 套 框 上 时 ， 记 为 “1”。 第 一 环 、 第 二 环 …… 第 九 环 
在 或 不 在 套 框 上 的 情况 ， 分 别 用 二 进 数 右 起 的 第 一 位 、 第 二 位 …… 第 九 
位 来 反映 。 九 连环 的 一 种 状态 ， 就 表示 着 一 个 九 位 二 进 数 。 这 样 ， 九 连 

环 由 一 种 状态 ， 动 了 某 一 环 ， 变 为 另 一 种 状态 ， 就 意味 着 一 个 九 位 二 进 
数 变 为 另 一 个 九 位 二 进 数 ， 而 这 两 个 九 位 二 进 数 是 互 为 一 位 演变 数 的 。 
ee 
全 分 离 〈 或 者 从 9 个 套 环 都 在 套 框 上 ) 的 状态 出 发 ， 经 过 多 少 步 演变 ， 
ee Wee en 一 共 要 
演变 多 少 步 呢 ? 这 些 都 是 探析 九 连环 中 所 要 关心 的 问题 。 

先 从 九 连环 的 套 环 与 套 框 完全 分 离 的 状态 出 发 ， 一步 一 环 地 探析 下 
去 。 这 个 完全 分 离 的 状态 对 应 着 九 位 二 进 数 000000000。 这 时 ， 它 可 以 
穿 进 第 一 环 。 这 就 是 说 ，000000000 的 一 位 演变 数 是 000000001。 而 
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000000001 的 一 位 演变 数 ， 既 可 以 是 000000000 (这 样 的 演变 属于 走 回 
头 路 ， 没 有 什么 价值 ， 今 后 将 都 不 再 考虑 它 ) ， 又 可 以 是 000000011。 
接着 ，000000011 的 一 位 演变 数 是 000000010。 由 此 出 发 ， 我 们 又 可 以 
得 到 一 个 新 的 一 位 演变 数 000000110。…… 

于 是 得 到 了 关于 九 连 环 的 九 位 二 进 数 的 一 位 演变 数 序 列 〈( 表 4-1) 。 


步 数 


PP 0 ~ 人 Mumib DO 


000000000 
000000001 
000000011 
000000010 
000000110 
000000111 
000000101 
000000100 
000001100 
000001101 
000001111 
000001110 
000001010 
000001011 
000001001 
000001000 
000011000 


这 里 说 明 : ( 九 连环 的 第 一 环 在 任意 一 个 状态 下 ， 都 是 可 以 穿 进 或 
脱出 的 ; 凶 从 头 到 尾 观察 九 连环 ， 当 最 先 看 到 的 某 一 环 在 套 框 上 ， 而 紧 
连 在 它 后 面 的 一 环 不 在 套 框 上 时 (如 第 1，3, 7,，9,15 步 ) ， 可 以 进行 
穿 环 一 一 把 这 个 套 环 后 面 紧 连 的 男 一 个 套 环 穿 到 套 框 上 去 ; 急 从 头 到 尾 
”观察 九 连环 ， 当 最 先 看 到 的 某 一 环 在 套 框 上 ， 且 紧 连 在 它 后 面 的 一 环 也 
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在 套 框 上 时 (如 第 5，11，13 步 )， 可 以 进行 脱 环 一 一 把 连续 着 的 两 个 
套 环 的 后 一 环 从 套 框 上 脱出 来 。 因 此 ， 除 第 一 环 外 ， 要 穿 进 或 脱出 某 一 
环 ， 就 必须 先 让 它 的 前 一 环 在 套 框 上 上。 也 就 是 说 ， 从 头 到 尾 观察 九 连 
环 ， 当 且 仅 当前 一 环 在 套 框 上 时 ， 才 能 穿 进 或 脱出 后 一 环 。 

上 述 3 个 结论 ， 如 果 用 二 进 数 的 一 位 演变 数 来 表述 ， 那 是 : 
(1) 二 进 数 *… #0 与 *…*1 互 为 一 位 演变 数 ; (2) 二 进 数 *…* 
010…0 的 一 位 演变 数 是 * …*110…0; (3) 二 进 数 *… * 110…0 的 一 
位 演变 数 是 *… * 010…0。 这 3 个 结论 反映 了 表示 九 连环 状态 的 九 位 二 
进 数 的 变化 规律 。 据 此 可 以 在 已 知 某 一 个 反映 九 连环 状态 的 九 位 二 进 数 
的 基础 上 ， 较 为 容易 地 写 出 它 的 一 位 演变 数 。 进 而 可 以 把 上 述 演变 序列 
连续 地 编写 下 去 ， 而 不 必 依靠 九 连环 的 穿 脱 操作 来 编写 ， 却 可 以 用 编写 
的 演变 序列 来 指导 九 连环 的 穿 脱 操作 。 

假设 从 套 环 与 套 框 完全 分 离 的 状态 出 发 ， 经 过 f( 上 ) 步 演变 ， 出 现 
了 只 穿 有 第 有 环 的 情况 ， 那 么 这 时 可 以 穿 进 第 上 +1 环 ， 再 经 过 fk) 步 
演变 又 可 以 将 穿 进 的 第 下 环 脱出 ， 成 为 只 穿 有 第 有 + 1 环 的 情况 。 因 此 ， 

所 有 +1) = 所 有 ) +1 +f(k) 


即 fk+1) =2f(k) +1 (4-1) 
亦 有 FE+2) =2f(k+1) +1 (4-2) 


由 (4-2) - (4-1) 得 
fk+2) -fk+1) =2[f(k +1) -fk)] 
这 说 明和 f(k+1) -f(k)|} 是 公 比 为 2 的 等 比 数列 。 显 然 ,f(1) =1， 
f(2) =3, 这 个 等 比 数列 的 首 项 是 2。 因 此 ， 
fk+1) -fk) =2° (4-3) 
由 (4-1) ,(4-3) 可 得 
FL) =2-1 
这 样 ， 在 穿 进 第 8 环 后 ， 可 以 穿 进 第 9 环 ; 穿 进 第 6 环 后 ， 可 以 穿 
进 第 7 环 ; 穿 进 第 4 环 后 ， 可 以 穿 进 第 5 环 ; 穿 进 第 2 环 后 ， 可 以 穿 进 
第 3 环 ; 最 后 穿 进 第 1 环 ， 就 9 个 环 都 穿 进 了 。 因 此 ， 从 套 环 与 套 框 完 
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全 分 离 ， 到 9 个 套 环 都 在 套 框 上 ， 其 演变 总 步 数 为 
f(8) +1 +f(6) +1 +f/(4) +1 +/(2) +1+1 
0 2 
=2° +2° +2° +2* +1=256 +64+16+4+1 =341 
前 面 从 九 连环 的 套 环 与 套 框 完全 分 离 的 状态 出 发 ， 一 步 一 环 地 进行 
了 探析 ， 最 后 可 以 得 到 9 个 套 环 都 在 套 框 上 的 状态 。 现 在 ， 如 果 从 9 个 
套 环 都 在 套 框 上 的 状态 出 发 ， 该 如 何 演变 为 套 环 与 套 框 完 全 分 离 的 状态 
呢 ? 因为 这 是 两 种 互 逆 的 玩法 ， 回 头 演变 过 去 ， 一 般 是 不 成 问题 的 。 但 
是 , 9 个 套 环 都 在 套 框 上 的 状态 对 应 着 九 位 二 进 数 111111111。 这 时 ， 
它 可 以 脱出 第 一 环 ， 也 可 以 脱出 第 二 环 。 这 就 是 说 ，111111111 的 一 位 
演变 数 ， 既 可 以 是 111111110， 也 可 以 是 111111101。 读 者 如 果 照 着 前 者 演 
变 下 去 ， 可 以 达到 目的 ; 如 果 照 着 后 者 演变 下 去 ,将 会 先后 出 现 
111111100，111110000 ，111000000 ，100000000 等 情况 。 当 100000000 出 
现时 ， 无 法 脱出 第 九 环 ， 不 得 不 返工 再 来 。 这 是 九 连环 容易 引 人 落 陷 的 
地 方 ， 也 是 九 连环 的 魅力 与 趣味 所 在 。 为 了 避免 发 生 这 种 情况 ， 读 者 从 9 
个 套 环 都 在 套 框 上 的 状态 出 发 来 玩 九 连环 时 ， 要 走 先 脱出 第 一 环 之 路 。 
整个 九 连环 的 演变 ， 就 是 穿 紧 连 的 后 面 套 环 ， 脱 紧 连 的 后 面 套 环 ， 
不 断 反 复 ， 曲 折 前 进 。 由 于 穿 环 或 脱 环 ， 必 须 做 到 脑 、 眼 、 手 并 用 ， 基 
本 动作 很 多 ， 一 般 玩 一 趟 要 花 上 5 分 钟 的 时 间 (据说 ， 解 九 连环 的 纪录 
是 3 分 58 秒 ) ， 所 以 从 事 这 项 游戏 ， 对 于 人 们 的 智力 和 耐性 ， 都 是 一 个 
很 好 的 锻炼 ! 
根据 前 面 的 三 个 结论 可 以 把 九 连环 的 穿 、 脱 编 成 这 样 的 日 诀 :“ 进 
一 环 ， 出 两 环 ， 再 动 后 一 环 ; 进 两 环 ， 出 一 环 ， 再 动 后 一 环 。” 这 里 ， 
“ 进 ” 指 穿 进 ， “出 ” 指 脱出 ，“ 一 环 ” 专 指 第 一 环 ，“ 两 环 ” 专 指 第 
一 、 二 环 ,“ 后 一 环 ” 指 仍 留 在 套 框 上 哪 一 环 的 后 面 一 环 ， “再 动 ”说 
的 是 根据 “后 一 环 ” 的 情况 而 动 ， 当 “后 一 环 ” 在 套 框 上 时 脱出 ， 当 
“后 一 环 ” 不 在 套 框 上 时 穿 进 。 有 了 这 样 的 口诀 ， 我 们 就 可 以 十 分 方便 
地 穿 、 脱 九 连环 了 。 
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以 上 所 采用 的 二 进 数 法 是 一 种 符号 化 、 图 表 化 的 方法 。 对 于 某 一 类 
问题 ， 无 论 它 怎样 千变万化 ， 只 要 按照 上 述 方法 所 规定 的 步骤 ， 先 让 它 
用 二 进 数 来 表示 ， 再 把 它 绘制 成 一 个 图 表 ， 然 后 在 图 表 里 找 出 一 条 从 起 
点 到 终点 的 道路 ， 问 题 总 是 可 以 解决 的 。 符 号 化 、 图 表 化 的 方法 虽然 看 
起 来 比较 机 械 、 死 板 ， 缺 乏 灵活 性 ， 却 是 行 之 有 效 的 方法 。 因 为 采用 这 
种 方法 ， 总 是 能 够 得 到 最 后 所 需要 的 结果 的 。 对 于 一 个 复杂 的 问题 ， 也 
许 你 一 时 缺乏 “灵感 ”， 而 想 不 出 什么 捷径 来 。 但 是 ， 如 果 你 知道 了 一 
种 符号 化 、 图 表 化 的 方法 ， 虽 然 也许 要 烦 珊 、 死 板 些 ， 却 照样 能 把 它 解 
出 来 。 既 然 能 把 问题 解 出 来 ， 也 就 不 管 是 赁 “灵感 ”还 是 凭 掌握 某 种 
解 题 方法 了 。 所 以 ， 从 某 种 意义 上 来 说 ,符号 化 、 图 表 化 的 方法 缩小 了 
人 们 智力 上 的 差距 。 下 面 将 要 继续 应 用 符号 化 、 图 表 化 的 方法 。 

奇妙 的 七 连环 

我 国民 间 还 有 一 种 十 分 奇妙 的 益 智 玩具 一 一 七 连环 (图 4-2)。 


七 连环 是 由 一 根 蛇 曲 形 的 钢 线 前 后 关联 着 7 个 套 环 与 一 把 剑 形 的 套 框 
构成 的 。 这 7 个 套 环 ， 从 头 到 尾 (如 图 从 右 到 左 ) ,依次 称 为 第 一 环 、 第 
二 环 …… 第 七 环 。 这 7 个 套 环 的 关联 是 砌 砖 式 的 : 它 的 7 个 套 环 分 为 两 
层 ， 上 层 环 3 个 ， 下 层 环 4 个 。 从 第 一 环 到 第 七 环 ， 依 次 为 下 层 环 、 上 层 
环 交替 出 现 。 这 样 ， 一 个 下 层 环 〈( 除 第 一 环 与 第 七 环 外 ) 位 于 两 个 上 层 
环 之 下 , 一 个 上 层 环 位 于 两 个 下 层 环 之 上 ， 如 同 砌 成 两 层 砖 似 的 。 
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七 连环 有 两 种 玩法 : (1) 从 套 框 在 带 有 7 个 套 环 的 蛇 曲 形 钢 线 的 中 
下 部 出 发 (图 4-2) ， 逐 步 把 套 框 解脱 出 来 ， 形 成 套 框 与 蛇 曲 形 钢 线 完全 
分 离 的 状态 ; (2) 从 套 框 与 蛇 曲 形 钢 线 完全 分 离 出 发 ， 逐 步 恢复 到 套 杠 
在 带 有 7 个 套 环 的 蛇 曲 形 钢 线 中 下 部 的 状态 。 这 是 两 种 互 逆 的 玩法 。 

与 九 连环 类 似 ， 也 可 以 用 二 进 数 的 知识 来 探析 七 连环 的 奥秘 。 当 套 
环 不 在 套 框 上 时 ， 记 为 “0”; 当 套 环 在 套 框 上 时 ， 记 为 “1”。 第 一 环 、 
第 二 环 …… 第 七 环 在 或 不 在 套 框 上 的 情况 ,分 别 用 二 进 数 (从 右 到 左 ) 
的 第 一 位 、 第 二 位 …… 第 七 位 来 反映 。 这 样 ， 七 连环 的 一 种 状态 ， 就 表 
示 着 一 个 七 位 二 进 数 。 七 连环 由 一 种 状态 ， 动 了 某 一 环 ， 变 为 另 一 种 状 
态 ， 就 意味 着 一 个 七 位 二 进 数 变 为 另 一 个 七 位 二 进 数 ， 而 这 两 个 七 位 二 
进 数 是 互 为 一 位 演变 数 的 。 

现在 从 套 框 在 带 有 7 个 套 环 的 蛇 曲 形 钢 线 的 中 下 部 出 发 ， 把 套 框 穿 进 
第 四 环 ， 这 个 状态 对 应 着 二 进 数 0001000。 接 着 ,一 步 一 环 地 探析 下 去 。 

(1) 穿 进 第 一 环 〈 图 4-3) ， 由 二 进 数 0001000 演变 为 0001001 。 


注意 : 七 连环 的 穿 环 不 像 九 连环 那么 简单 ， 七 连环 穿 进 上 层 环 (如 
第 四 环 ) 是 前 低 后 高 的 〈 即 环 的 前 半 部 在 套 框 之 下 ， 后 半 部 在 套 框 之 
上 ); 穿 进 下 层 环 (如 第 一 环 ) 是 前 高 后 低 的 〈 即 环 的 前 半 部 在 套 框 之 
上 ,后 半 部 在 套 框 之 下 ) 。 

(2) 把 套 框 伸 过 蛇 涉 再 癌 下 后 退 ， 穿 进 第 二 环 (注意 : 第 二 环 属 
于 上 层 环 ， 应 当前 低 后 高 地 穿 进 ) ， 由 二 进 数 0001001 演变 为 0001011。 
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(3) 把 套 框 伸 过 蛇 头 再 向 上 后 退 ， 脱 出 第 一 环 ， 由 二 进 数 0001011 
演变 为 0001010。 

(4) 穿 进 第 三 环 ( 注 意 : 前 高 后 低地 穿 进 ) ， 由 二 进 数 0001010 演 
变 为 0001110。 

(5) 穿 进 第 一 环 ( 注 意 : 前 高 后 低地 穿 进 ) ， 由 二 进 数 0001110 演 
变 为 0001111。 

(6) 把 套 框 伸 过 蛇 头 再 向 下 后 退 ， 脱 出 第 二 环 ， 由 二 进 数 0001111 
演变 为 0001101 。 

(7) 把 套 框 伸 过 蛇 头 再 向 上 后 退 ， 脱 出 第 一 环 ， 由 二 进 数 0001101 
演 为 0001100。 

(8) 至 此 ， 把 套 框 伸 过 蛇 头 再 向 下 后 退 ， 可 脱出 第 四 环 ， 由 二 进 
数 0001100 演变 为 0000100。 


才 志 直 本 弟 四 


于 是 得 到 关于 七 连环 的 七 位 二 进 数 的 一 位 演变 数 序 列 〈 表 4-2)。 


表 4-2 
步 数 二 进 数 
0 0001000 
1 0001001 
2 0001011 
3 0001010 
4 0001110 
4 0001111 
6 0001101 
7 0001100 
8 0000100 
9 0000101 
10 0000111 
11 0000110 
12 0000010 
13 0000011 
14 0000001 
14 0000000 
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这 里 应 当 牢 记 : 穿 环 ， 上 层 环 必须 前 低 后 高 ; 下 层 环 必 须 前 高 后 
低 。 在 这 方面 搞 错 了 ， 就 必须 重 来 。 

这 些 说 明 ， 在 构造 和 操作 上 ， 七 连环 都 比 九 连环 复杂 。 但 是 ， 如 果 
仔细 地 比较 七 连环 与 九 连环 的 玩法 ， 不 难 发 现 两 者 的 操作 程序 与 演变 数 
序列 况 是 一 样 的 。 这 两 种 外 貌 不 同 的 玩具 ， 原 来 是 一 对 亲 姐 妹 。 这 是 人 
们 在 玩 这 两 个 玩具 之 前 ， 所 意料 不 到 的 。 

前 面 为 九 连 环 的 穿 、 脱 编 了 个 口诀 :“ 进 一 环 ， 出 两 环 ， 绸 动 后 一 
环 ; 进 两 环 ， 出 一 环 ， 再 动 后 一 环 。。 也 可 以 把 七 连环 的 穿 、 脱 编 成 这 
样 的 口诀 : “ 进 一 环 ， 青 动 后 一 环 ; 出 一 环 ， 绸 动 后 一 环 。” 由 于 七 连 
环 只 能 一 环 一 环 地 穿 、 脱 ， 因 此 它 设 有 像 九 连环 那 梓 “ 进 两 环 "，“ 出 
两 环 ” 的 操作 ， 口 诀 显 得 简单 一 些 。 但 是 ， 它 的 穿 、 脱 比较 有 麻烦， 容易 
出 错 。 应 当 小 心间 慎 。 

由 于 七 连环 在 构造 上 是 左右 对 称 的 ， 由 此 出 发 还 可 以 有 新 的 玩 
法 。 前 面 从 套 框 在 蛇 曲 形 钢 线 的 中 下 部 出 发 ， 把 套 框 穿 进 第 四 环 ; 然 
后 ， 穿 进 第 三 环 ， 赔 出 第 四 环 ; 再 穿 进 第 二 环 ， 脱 出 第 三 环 ; …… 直 
至 脱出 第 一 环 。 现 在 从 套 框 在 蛇 曲 形 钢 线 的 中 下 部 出 发 ， 也 可 以 先 把 
套 框 穿 进 第 四 环 与 第 五 环 ( 它 对 应 的 七 位 二 进 数 是 0011000)， 然 后 
按 “ 脱 出 第 四 环 ， 穿 进 第 六 环 ; 脱出 第 五 环 ， 穿 进 第 七 环 ; ……: ”的 
思路 进行 。 这 是 “以 进 为 退 ” 策 略 的 应 用 。 这 里 完全 可 以 仿照 九 连环 
的 办 法 ， 把 以 七 位 二 进 数 0011000 为 起 点 的 一 位 演变 数 序列 连续 地 编 
写 出 来 ， 用 以 指导 七 连环 的 穿 脱 操作 。 妇 外 ， 我 们 在 演变 到 只 穿 进 第 
五 环 (或 第 六 、 七 环 ) 时 ， 也 可 以 把 整个 七 连环 左右 翻转 过 来 ， 变 为 
只 穿 进 第 三 环 (或 第 二 、 一 环 ) 的 情况 ， 进 而 同样 达到 目的 。 这 是 
“左右 对 称 ” 策 略 的 应 用 。 同 样 地 ， 我 们 也 有 办 法 编写 出 它 的 一 位 演 
变数 序列 ， 用 以 指导 我 们 的 操作 。 总 之 , 七 连环 在 九 连环 的 基础 上 ， 
又 有 了 它 的 独特 而 妙趣 横生 的 玩法 。 七 连环 是 九 连环 玩法 的 丰富 与 
发 展 。 
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就 笔者 所 知 ， 七 连环 是 一 种 濒危 玩具 ， 其 他 书刊 未 见 介绍 ， 
商店 没有 出 售 ， 民 间 很 少 拥有 ， 处 于 发 发 可 危 的 状态 ， 匡 待 于 开 
发 与 推介 。 


林 堵 

在 古 印度 ， 有 一 个 所 谓 “ 世 界 末日 ”的 神话 故事 。 传 说 在 印度 北 
部 佛教 圣地 贝 拿 勒 斯 的 圣 庙 里 ， 安 放 着 一 块 黄 铜 板 ， 板 上 竖 插 着 3 根 宝 
石 针 。 栖 天 【〈 印度 教 的 主神 ) 在 创造 世界 的 时 候 ， 把 64 片 大 小 不 同 的 
圆 环 金 片 套 在 其 中 一 根 宝石 针 上 ， 而 这 些 金 片 从 上 到 下 是 按照 由 小 到 大 
的 次 序 安 排 的 ， 称 为 “ 楚 塔 ” 。 不 分 日 天 黑夜 ， 都 有 一 个 值班 的 僧侣 按 
照 梵天 的 命令 ， 把 这 些 金 片 在 3 根 宝石 针 上 移 来 移 去 ， 每 一 次 只 能 移动 
一 片 ， 并 且 不 论 金 片 在 哪 根 宝 石 针 上 ， 小 片 永远 在 大 片 的 上 面 。 当 这 64 
片 金 片 都 从 梵天 创造 世界 时 所 放 的 那 根 宝 石 针 上 移 到 另外 一 根 针 上 时 ， 
所 谓 “ 节 界 末日 ”了 束 到 了 ， 整 个 世界 就 将 在 一 声 展 雳 中 化 为 马 有 ， 从 而 
梵 塔 、 庙 宇和 众生 都 将 同归于尽 。 这 个 生动 有 趣 的 故事 里 的 “ 林 塔 ” 勾 
称 “ 汉 诺 塔 ”(Tower of Hanoi) ， 实 际 上 这 也 是 一 种 益 智 玩具 (图 4-4)。 


4-4 


3 根 宝石 针 从 左 到 右 依 次 记 为 1 ， 开 ， 亚 。 不 失 一 般 性 ， 假 设 开始 

时 ，64 片 圆 环 金 片 从 上 到 下 按照 由 小 到 大 的 次 序 套 在 宝石 针 工 上 ,第 

一 步 把 1 号 金 片 按 顺 时 针 方 向 ， 移 到 宝石 针 卫 上。 接着 ,第 二 步 把 2 号 
金 片 按 逆 时 针 方 向 ， 移 到 宝石 针 亚 上 ……: 

于 是 ,按照 这 样 的 顺序 正确 地 移动 下 去 ， 我 们 得 到 了 焚 塔 的 演变 序 
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列 〈 表 4-3)。 


I 针 
123456789 
23456789 
3456789 
3456789 
456789 
1456789 
1456789 
456789 
56789 
56789 
256789 
1256789 
1256789 
256789 
56789 
56789 


栖 
开 针 


1 


堪 


表 4-3 


九 连 环 


亚 针 ”移动 金 片 的 序号 三 进 数 的 演变 序列 移动 套 环 的 序号 


sn 


000000000 
000000001 
000000011 
000000010 
000000110 
000000111 
000000101 
000000100 
000001100 
000001101 
000001111 
000001119 
000001010 
000001011 
000001001 
000001000 


观察 梵 塔 金 片 的 移动 ， 可 以 发 现 如 下 的 规律 : 
(1) 从 焚 塔 的 初始 状态 出 发 ， 在 正确 移动 的 过 程 中 ，1 号 金 片 每 隔 


aa LU 吓人 一 >、 pe 下 D 一 Lo 吓 hhD 


一 步 移动 一 次 ; 1 号 金 片 移动 之 后 ， 移 动 可 以 移动 的 序号 最 小 的 其 他 金 


片 ， 接 着 青 移动 1 号 金 片 
(2) 在 正确 移动 的 过 程 中 ,任意 一 个 奇数 号 金 片 必 在 11， 全， 下 


针 上 循环 移动 ; 任意 一 个 偶数 号 金 片 必 在 工 ， 焉 ， 开 针 上 循环 移动 。 


(3) 在 正确 移动 的 过 程 中 ， 如 果 开 针 上 有 人 金 片 ， 那 么 最 大 的 序号 


(最 下 面 一 片 ), 一 定 是 奇数 ; 如 果 焉 针 上 有 人 金 片 ， 那 么 最 大 的 序号 ， 
一 定 是 偶数 ; 如 果 工 针 上 有 金 片 ， 那 么 最 大 的 序号 的 奇偶 性 必 与 焚 塔 层 


数 的 奇偶 性 相同 。 
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(4) 在 栖 塔 的 正确 状态 中 ， 如 果 在 1 针 上 有 着 a,，b，…,c 号 金 片 
(a<b<…<c)， 那么 a,， 85，…,c 的 奇偶 性 交替 。 在 正 针 与 焉 针 上 也 
是 如 此 。 

(5) 当 是 奇数 时 ， 最 后 全 部 被 移 到 卫 针 上 ; 当 是 偶数 时 ， 最 后 
全 部 被 移 到 亚 针 上 。 

如 果 写 出 焚 塔 每 次 移动 金 片 的 序号 ， 将 它 与 九 连 环 的 演变 序列 及 其 
每 次 移动 套 环 的 序号 (七 连环 的 演变 序列 、 移 动 序号 同 此 ) 进行 比较 ， 
就 会 发 现 它 们 的 每 次 移动 序号 是 一 样 的。 因此 ， 在 数学 家 的 眼光 里 ， 焚 
塔 与 九 连环 、 七 连环 基本 上 是 同 构 的 。 它 们 有 着 异曲同工 之 妙 。 前 面 为 
九 连环 、 七 连环 编写 了 穿 脱 的 口诀 。 现 在 也 可 以 为 焚 塔 编写 移动 的 口 
诀 :“ 顺 时 移动 一 叶片 ， 再 动 可 移 最 小 片 。 

对 于 古 印度 的 “世界 末日 ”传说 ， 引 起 我 们 兴趣 的 倒 不 是 那 荡 诞 
的 故事 ， 而 是 其 中 的 数学 问题 把 这 座 梵 塔 全 部 64 金 片 都 移 到 另 一 根 
针 上 ， 始 终 保持 上 小 下 大 的 顺序 需要 移动 多 少 次 呢 ? 

假设 从 小 到 大 套 在 工 针 上 的 于 个 金 片 ， 全 部 移动 到 开 (或 亚 ) 针 
上 ,需要 移动 f(n) 次 ， 那么 这 时 可 将 I 针 上 的 第 n+1 个 金 片 ， 移 动 到 
五 (或) 针 上 ， 再 仿照 前 面 的 办 法 ， 将 已 移动 到 下 〈 或 亚 ) 针 上 的 n 
个 金 片 ,通过 f(n) 次 移动 ， 全 部 移动 到 三 (或 I ) 针 上 。 这 就 达到 了 
将 I 针 上 的 n+1 个 金 片 ， 全 部 移动 到 亚 (或 下 ) 针 上 的 目的 。 因 此 ， 

fl(n+1)=f(n) +1 +f(n) 


即 f(n+1) =2f(n) +1 (4-4) 
亦 有 f(n+2) =2f(n+1)+!1 (4-5) 


由 (4-5) - (4-4) 得 
fn+2) -f/f(n+1)=2[f(n+1) 一 所 nm) 
这 说 明 |f(n+1) -f(n)|} 是 公 比 为 2 的 等 比 数列 。 显 然 , f(1) = 1， 
f(2) =3， 这 个 等 比 数列 的 首 项 是 2。 因 此 ， 
fn+1) -fl(n) =2" (4-6) 
由 (4-4)、(4-6) 可 得 
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fln) =2" -1 
这 样 ， 把 64 金 片 全 部 移 到 另 一 根 宝 石 针 上 ， 所 需 的 移动 次 数 是 
24 -1 =18446744073709551615 

那么 ， 把 这 座 焚 塔 全 部 64 金 片 都 移 到 男 一 根 针 上 ， 需 要 多 少时 间 
呢 ? 若 一 年 以 31536926 秒 〈( = 一 回归 年 365 日 3 时 48 分 46 秒 ) 计算 ， 
每 秒 钟 移动 一 次 ， 即 使 日 夜 不 停 地 移动 ， 大 约 需 要 近 5846 亿 年 。 现 代 
科学 已 经 测 出 整个 太阳 系 的 寿命 约 为 100 亿 年 。5846 亿 年 远 远 大 于 100 
亿 年 ， 所 谓 的 “世界 末日 ”可 以 说 是 永远 不 会 到 来 的 。 


4,) 多 位 演变 游戏 


两 位 或 两 位 以 上 的 演变 数 称 为 多 位 演变 数 。 现 在 进行 与 多 位 演变 数 

有 关 的 数学 游戏 。 
硬币 的 朝向 

旧 上 和 平 放 着 许多 硬币 ， 有 的 正面 朝 上 ， 有 的 正面 朝 下 。 现 在 ， 请 一 
个 人 到 桌子 旁边 ， 你 背 过 身 去 ,让 他 随心 所 欲 地 把 这 些 硬币 一 对 一 对 地 
翻转 (注意: 不 能 只 单独 翻转 一 枚 ) ， 翻 转 多 少 对 不 限 ， 然 后 用 手 随 便 
盖 住 某 一 枚 硬币 (注意 : 不 能 超过 一 枚 ) 。 接 着 ， 你 转身 回 到 桌 旁 ， 瞧 
一 瞧 桌 上 的 其 他 硬币 ， 便 可 立即 准确 地 说 出 他 手掌 下 面 盖 着 的 硬币 ， 是 
正面 朝 上 还 是 正面 朝 下 ? 

这 似乎 很 神奇 。 其 实 可 以 利用 二 进 数 的 二 位 演变 数 来 探析 其 中 的 奥 
秘 。 假 设 桌 面 上 有 枚 硬币 。 当 正面 朝 上 时 ， 记 为 “1”; 当 正 面 朝 下 
时 ， 记 为 “0”。 可 以 随便 设想 一 个 顺序 ， 让 这 些 n 枚 硬币 分 别 表示 着 
二 进 数 右 起 的 第 一 位 、 第 二 位 …… 第 nn 位。 这 样 ， 桌面 硬币 的 一 种 状 
态 ， 就 表示 着 一 个 n 位 二 进 数 。 果 面 硬 币 由 一 种 状态 ， 翻 转 了 某 一 对 便 
币 ， 变 为 男 一 种 状态 ， 就 意味 着 一 个 n 位 二 进 数 变 为 男 一 个 位 二 进 
数 ， 而 这 两 个 =” 位 二 进 数 是 互 为 二 位 演变 数 的 。 

容易 知道 ， 当 将 要 翻转 的 某 一 对 硬币 的 朝向 是 一 上 、 一 下 时 ， 翻 转 
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后 仍然 是 一 上 、 一 下 ; 当 将 要 翻转 的 某 一 对 硬币 的 朝向 是 两 上 时 ， 翻 转 
后 变 为 两 下 ; 当 将 要 翻转 的 某 一 对 硬币 的 朝向 是 两 下 时 ， 翻 转 后 变 为 两 
上 。 这 里 ， 每 一 次 翻转 都 没有 改变 桌面 上 硬币 正面 朝 上 数目 的 奇偶 性 。 
不 管 别 人 如 何 翻转 ， 一 对 一 对 地 翻转 了 多 少 次 ， 这 个 奇偶 性 都 是 不 会 改 
变 的 。 因 此 ， 你 只 要 一 开头 就 把 桌面 上 硬币 正面 朝 上 数目 的 奇偶 性 记 
住 ， 那 么 当 你 转身 返回 桌 旁 时 ， 青 重新 数 一 下 ， 有 和 多少 枚 硬币 的 正面 朝 
上 ， 再 根据 奇偶 性 的 变化 情况 ， 便 能 准确 地 断定 出 那个 人 手掌 下 硬币 的 
朝向 。 
翻 杯 游戏 (一 ) 

人 们 在 茶馆 休闲 的 游戏 中 ， 有 时 会 遇 到 翻 杯 问题 。 两 个 人 在 海阔天空 
侃 大 山 之 后 ， 一 人 出 题 ， 一 人 思考 操作 。 题 目 是 :5 只 杯 口 朝 上 的 茶杯 ， 规 
定 每 次 将 其 中 3 只 同时 翻转 ， 称 为 一 次 运动 ， 经 过 若干 次 运动 ， 能 否 使 这 5 
只 茶杯 的 杯 口 全 部 朝 下 呢 ? 若 能 ， 最 少 应 该 运动 几 次 (最 优 解 )? 

这 是 一 个 引人入胜 的 问题 。 由 于 杯 口 只 有 朝 上 、 朝 下 两 种 状态 ， 因 
此 可 以 用 二 进 数 的 知识 来 研究 它 。 当 杯 口 朝 上 时 ， 记 为 “1”; 当 杯 口 
朝 下 时 ， 记 为 “0”。 依 题 意 就 是 ， 从 反映 5 只 杯 口 朝 上 状态 的 五 位 二 
进 数 11111 出 发 ， 通 过 逐次 求 其 三 位 演变 数 ， 使 其 最 终 成 为 00000。 这 
能 够 办 到 吗 ? 该 如 何 办 理 ， 才 能 使 演变 的 次 数 最 少 呢 ? 

在 翻 杯 问 题 中 ， 由 11111 出 发 ， 不 论 翻转 哪 3 个 杯子 都 是 可 以 的 ， 
它们 之 间 并 没有 本 质 的 区 别 。 因 此 把 11111 的 三 位 演变 数 说 成 是 11000， 
并 无 失去 一 般 性 。 对 于 11000 ， 除 了 走 回 头 路 外 ， 它 有 且 仅 有 两 种 翻转 
办 法 : (1) 两 只 未 曾 翻 转 的 杯子 中 一 只 参与 翻转 ， 这 时 11000 的 三 位 演 
变数 是 10110; (2) 两 只 未 曾 翻 转 的 杯子 全 部 参与 翻转 ， 这 时 11000 的 
三 位 演变 数 是 00100。 显 然 ， 经 过 这 两 次 运动 ， 都 还 没有 达到 目的 。 但 
是 ， 对 于 前 者 10110 ， 再 运动 一 次 即 可 达到 目的 00000; 而 后 者 却 未 必 
如 此 。 因 此 ， 从 11111 达到 00000 ， 最 少 要 通过 3 次 求 其 三 位 演变 数 来 
实现 的 。 

于 是 可 以 设计 该 翻 杯 问 题 的 五 位 二 进 数 的 三 位 演变 数 序 列 ( 表 4-4) 
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表 4-4 
次 数 二 进 数 
0 11111 
1 11000 
p 10110 
3 00000 


对 于 翻 杯 问题 ， 我 们 感 兴趣 的 是 研究 它 的 一 般 情 况 : a 只 杯 口 朝 上 的 茶 
杯 ， 规 定 每 次 将 其 中 6b 只 同时 翻转 ， 称 为 一 次 运动 ， 经 过 若干 次 运动 ， 能 
否 使 这 c 只 茶杯 的 杯 口 全 部 朝 下 ? 若 能 ， 最 少 应 该 运动 几 次 (最 优 解 )? 

依 题 意 ， 对 于 正 整 数 a,， 65， 按照 带 余 除 法 ， 有 a=gb+r， 其中, a 
>8D，4>1， >r 之 0。 现 在 针对 7r 的 情况 讨论 如 下 : 

当 r =0 时 ，a = qb。 这 种 情况 最 简单 ， 每 次 翻 5 只 ， 运 动 g 次， 即 
可 达到 目的 。 显 然 ， 这 是 最 优 解 ， 它 的 运动 次 数 不 能 再 少 了 。 

当 7 为 非 0 偶数 时 ， 每 次 翻 b 只， 运动 4 次 ， 显然 不 能 翻 完 a 只 。 
因此 ， 如 果 存 在 最 优 解 的 话 ， 那 么 它 的 运动 次 数 一 定 大 于 4 次 。 对 此 ， 
分 两 种 情况 讨论 : 

(1) 若 45 为 奇数 ， 则 它 的 最 优 解 的 运动 次 数 为 gq+2 次 。 

首先 ， 每 次 翻 b 只， 运动 4 +1 次 ， 是 不 可 能 达到 目的 的 。 不 然 的 话 ， 
这 时 共 翻 了 (9g +1)5 个 杯 次 , 它 比 a( =q8 +r) 多 了 8 -rr 个 杯 次 。 这 就 是 
说 ，a 只 杯 每 只 杯 都 分 挫 了 一 次 翻转 之 后 ( 若 不 经 翻转 ， 就 不 会 改变 杯 口 
的 朝 癌 ) ， 还 有 2 -7 个 杯 次 ， 它 再 分 挫 到 这 a 只 杯 的 某 几 只 杯 上 (未必 是 
平均 分 配 )。 由 于 6 -7r 是 奇数 ， 把 它 分 摊 到 a 只 杯 的 某 几 只 杯 上 ， 总 会 有 
一 只 杯 分 到 奇数 次 。 这 一 只 杯 连 同 前 面 翻转 过 的 一 次 ， 共 翻转 了 偶数 次 ， 
它 的 杯 口 不 可 能 是 朝 下 的 。 因 此 ， 运 动 g +1 次 不 能 解决 问题 了 。 


中 这 个 部 分 也 可 以 这 样 证 明 ， 当 7 为 非 0 偶数 ,5 为 奇数 时 ， 对 g 讨论 如 下 : 

(1) 大 g 为 奇数 ， 则 a 为 奇数 。 这 时 ，a 只 杯 全 部 从 杯 口 朝 上 翻转 变 为 杯 口 朝 下 ， 其 翻转 
杯 次 总 和 必 为 奇数 。 但 (q +1)b 是 偶数 ， 不 合 要 求 。 

(2) 夺 9 为 偶数 ， 则 a 为 偶数 。 这 时 ，a 只 杯 全 部 从 杯 口 朝 上 翻转 变 为 杯 口 朝 下 ， 其 翻转 
杯 次 总 和 必 为 偶数 。 但 (9 +1)b 是 奇数 ， 不 合 要 求 。 

综 上 所 述 ， 运 动 9+1 次 不 能 解决 问题 。 
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其 次 ， 每 次 翻 只 ， 运 动 g 次 后 , 余 r 只 。 由 于 r 是 非 0 偶数 ， 因 
此 ， 可 把 这 r 只 杯 均 分 为 二 ， 每 次 翻转 其 中 一 部 分 ; 另外 ， 在 已 翻转 过 
一 次 的 杯 中 任意 选 定 5-r/2 只 杯 再 重复 翻转 两 次 。 由 于 gq 宇 1， 这 4 了 -7/2 
只 杯 ， 总 是 存在 的 。 这 时 ， 后 两 次 每 次 也 是 各 翻 4 只 。 这 样 ， 运 动 g +2 
次 ， 就 能 解决 问题 。 

(2) 铬 5 为 偶数 ， 这 时 情况 稍微 复杂 些 。 一 分 为 二 讨论 之 。 

(i) 当 gqg=1 时, 运动 1 次 后 , 余 r 只， 显然 再 运动 1 次 是 不 能 解决 
问题 的 。 然 而 由 于 7 为 非 0 偶数 ， 这 时 运动 3 次 总 能 解决 问题 。 具 体 翻 
法 与 前 面 讲 的 相同 ， 这 里 不 再 著述 。 

(ii) 当 9=2 时 ， 它 的 最 优 解 的 运动 次 数 为 9+1 次 。 

对 此 ， 只 要 提供 如 下 具体 翻 法 就 可 以 了 。 每 次 翻 b 只， 运动 4 -1 次 
后 , 余 5+r 只 。 这 里 b+r 是 偶数 ， 可 把 这 4 +r 只 杯 均 分 为 二 ， 每 次 翻 
转 其 中 一 部 分 ; 另外 , 在 已 翻转 过 一 次 的 杯 中 任意 选 定 


(5 )3 -只 杯 再 重复 翻转 两 次 。 由 于 9>2， 这 人 只 杯 ， 总 是 


存在 的 。 这 时 ， 后 两 次 每 次 也 是 各 翻 b 只 。 这 样 ， 运动 了 q+1 次 ,就 
解决 了 问题 。 

现在 ， 考 察 r 为 奇数 的 情况 。 

当 7 为 奇数 ,2b 为 偶数 时 ，a ( =gqb+r) 是 奇数 。 由 于 每 只 杯 都 要 
翻 奇 数 次 才能 改变 杯 口 的 朝向 ， 所 以 要 把 这 奇数 a 只 杯 的 杯 口 全 部 翻转 
绷 下 ， 需 要 翻转 的 总 杯 次 必 为 奇数 。 但 是 ， 由 于 是 偶数 ， 每 次 都 是 番 
偶数 上 只 杯 ， 不 管 运动 了 多 少 次 ， 都 是 达 不 到 目的 的 。 因 此 ， 这 时 
无 解 。 

当 为 奇数 ，? 为 奇数 时 ， 分 两 种 情况 讨论 如 下 : 

(1) 94 关 2。 这 时 最 优 解 的 运动 次 数 为 9+1 次 。 

我 们 知道 ， 每 次 翻 只 ， 运动 g -1 次 后 , 余 b+r 只 。 这 里 b+r 是 
偶数 ， 可 以 采用 类 似 r 为 非 0 偶数 ，! 为 偶数 ，g 宇 2 时 的 翻 法 ， 解 决 这 
个 问题 。 这 里 不 再 歼 述 。 
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(2) 4=1。 我 们 先 来 考虑 : 这 种 情况 如 果 存 在 最 优 解 的 话 ， 那 么 
它 的 运动 次 数 应 当 是 多 少 。 由 于 每 只 杯 都 必须 翻转 奇数 次 才能 使 杯 口 全 
部 朝 下 ,而 a =b+r,， a 是 偶数 ， 因 此 这 a 只 杯 翻 转 的 总 次 数 应 当 是 侦 
数 。 这 样 ， 每 次 运动 奇数 b 只 杯 ， 运 动 的 次 数 就 应 为 偶数 。 设 运动 次 数 
为 2K〈 开 为 正 整数 ) ， 各 杯 翻 转 奇 数 次 之 最 大 值 为 2K -ec (c 为 正 整 
数 ) ， 那 么 有 

a(2K -cl) 三 2Kb 

即 


>» ac -ac 
2(a-b) 2r 


由 于 a,b, r 是 给 定 的 数 ， 要 让 天 取 最 小 正 整 数值 上 ， 就 应 有 = 1， 
同时 满足 


a 位 
2 r “3 


be = [2 

于 是 ， 如 果 这 里 存在 最 优 解 的 话 ， 那 么 它 的 运动 次 数 应 当 是 2k。 
是 满足 上 式 的 正 整 数 了 。 

现在 指出 达到 上 述 运动 次 数 的 最 优 解 是 存在 的 。 采 用 如 下 的 翻 法 : 
将 这 a 只 杯 编 上 序号 ， 第 一 次 ， 第 1 只 至 第 > 只 杯 不 翻 ， 其 他 都 翻 ; 第 
二 次 , 第 r+1 只 至 第 2r 只 杯 不 翻 ， 其 他 都 翻 ; 如 此 继续 下 去 …… 每 次 
都 是 翻转 (a -r= )0 只 杯 , 经 过 2(k -1) 次 运动 之 后 ， 将 会 出 现 这 样 的 
情况 : 第 1 只 至 第 2(k -1)r 只 杯 都 有 一 次 没 参与 翻转 ， 各 翻 过 2k -3 
次 ; 第 2(k-1)r+1 只 至 第 a 只 杯 ( 共 a -2(k 一 1)r 只 ) 每 次 都 有 参与 


翻转 ， 各 翻 过 2( -1) 次 。 由 于 革 +1 >k， 即 c-2(5-1)r>0，a 是 偶 


Bh 


QD [x] 表 示 不 超过 zx 的 最 大 整数 ， 称 为 x 的 整数 部 分 。 当 n<x<n+1 时 (其中, nn 为 整 
数 )，[x] =n。 
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数 ， 可 知 a -2(k 一 1)7 为 偶数 。 因 此 ， 可 把 a -2(k 一 1)r 只 杯 均 分 为 
二 ,每 次 翻转 其 中 一 部 分 ， 这 样 连同 已 经 翻 过 的 2(k -1) 次 ,每 只 杯 各 
翻 25 - 1 次 ; 男 外 ,在 已 经 翻 过 2k-3 次 的 杯 中 ,任意 选 定 


a—2(k—1)r a—2(k-1)r Voa+2(k -2)r 
2 


转 两 次 。 由 于 > ， 加 知 2(k 一 1)r 之 ,这 


杯 总 是 存在 的 。 i 后 两 次 每 次 也 是 各 翻 b 只 。 这 样 ， 运 动 2k 次 ， 
就 解决 了 问题 。 

综 上 所 述 ， 依 题 意 ， 对 于 自然 数 a,，5,， a = gb +r， 其 中 , a 二 6b 
g 宇 1 ，b >r 之 0， 有 表 4-5。 


~ a+2(k -2)r a +2(k -2)r0 
2 2 


表 4-5 
r ”5 | 4 | 最 优 解 的 运动 次 数 
0 人 | 4 
FF | | 22 
偶 1 | 3 
数 9+1 
b+r 

4 墩 | "| 4 的 

q+l 
数 偶数 | | 无 解 

翻 杯 游戏 (二 ) 


现在 ， 进 一 步 考察 翻 杯 游戏 。 

(1) 14 个 学 生 站 成 一 排 ， 面 向 南方 。 规 定 每 次 只 许 3 个 人 回 后 转 。 
请 问 ， 至 少 要 有 和 多少 次 的 疝 后 转 ， 方 能 使 14 个 学 生 全 部 面 回 北方 ? 如 
果 规 定 每 次 只 许 11 个 人 向 后 转 呢 ? 试 对 两 者 进行 比较 ， 你 认为 可 以 得 
到 什么 结论 ? 

用 二 进 数 的 知识 来 研究 它 。 当 学 生 面 向 南方 时 ， 记 为 “1”; 当 学 
生 面 向 北 方 时 ， 记 为 “0”。 
首先 构造 出 a =14,，b =3 的 最 优 转 法 ， 如 表 4-6 所 示 。 
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乙己 呈 己 己 己 | 一 | 一 


其 次 ， 构 造 出 a=14, 2 =11 的 最 优 转 法 ， 如 表 4-7 所 示 。 


表 4-7 
0432 019181716|35|34 
ER 
0 0 
1 1 0 
0 ] ] 
1 0 0 
0 1 1 
0 0 0 


0 
] 
1 
0 
] 
0 


] 1 1 1 
0 0 0 0 
1 0 0 0 
] 0 0 1 
0 0 0 0 


最 后 ， 对 两 者 进行 比较 ， 从 中 可 以 发 现 : 两 者 最 优 解 的 运动 次 数 是 
相同 的 ， 都 是 运动 6 次 。 两 者 体现 第 偶数 次 运动 的 14 位 二 进 数 是 一 样 
的 ; 两 者 体现 第 奇数 次 运动 的 14 位 二 进 数 ，“0” 与 “1” 互 换 。 在 二 
进 制 中 ， 只 有 两 个 数字 符号 〈 数 码 ) :“0” 与 “1”。 把 一 个 二 进 数 里 的 
“0” 换 为 “1”，“1” 换 为 “0”, 便 得 到 田 一 个 二 进 数 。 这 两 个 二 进 
数 ， 称 为 互补 数 。 这 是 特殊 的 演变 数 。 当 我 们 把 前 者 的 每 一 个 第 奇数 次 
的 14 位 二 进 数 ， 都 实施 “0”, “1” 互 换 ， 变 为 它 的 互补 数 时 ， 原 有 参 
与 演变 的 数位 ， 就 成 为 没有 参与 演变 的 数位 ， 原 有 没有 参与 演变 的 数 
位 ， 就 成 为 参与 演变 的 数位 。 因 此 所 得 到 的 互补 数 ， 就 是 前 一 次 的 14 
位 二 进 数 的 (14 -3 = )11 位 演变 数 ， 也 可 以 看 成 是 后 一 次 的 14 位 二 进 
数 的 11 位 演变 数 。 后 一 句 话 就 是 说 ， 后 一 次 的 14 位 二 进 数 就 是 所 得 到 
的 互补 数 的 11 位 演变 数 。 这 样 ， 只 要 在 体现 前 者 最 优 解 的 14 位 二 进 数 
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的 三 位 演变 数 序列 中 ， 把 每 一 个 第 奇数 次 的 14 位 二 进 数 ， 都 实施 “0 ”， 
“1” 互 变 ， 变 为 它 的 互补 数 ， 而 前 者 的 每 一 个 第 偶数 次 的 14 位 二 进 数 
都 保持 不 变 ， 所 得 到 的 序列 就 是 体现 后 者 最 优 解 的 14 位 二 进 数 的 11 位 
演变 数 序列 。 这 里 启发 我 们 ， 可 以 运用 “对 偶 翻 转 构造 法 ， 从 “前 者 ” 
出 发 ， 可 以 构造 出 “后 者 ”。 类 似 地 ， 从 “后 者 ”出 发 ,也 可 以 构造 出 
“前 者 ”。 它 们 是 一 一 对 应 的 ， 有 着 运动 次 数 相 同 的 最 优 解 。 

(2) 桌面 上 摆 有 11 只 杯子 ，6 只 杯 口 朝 上 ,5 只 杯 口 朝 下 ， 每 次 翻 
转 其 中 3 只 不 同 的 杯子 ， 至 少 要 翻转 多 少 次 ， 才 能 使 得 杯 口 全 部 朝 上 ? 

这 里 与 前 不 同 的 是 : 11 只 杯子 ， 杯 口 既 有 朝 上 ， 又 有 朝 下 ; 要 求 
翻转 成 杯 口 全 部 朝 上 。 怎 么 办 呢 ? 用 二 进 数 的 知识 来 研究 它 。 当 杯 口 朝 


上 时 ， 记 为 “0”; 当 杯 口 积 下 时 ， 记 为 “1”。 接 者 ， 不 妨 先 构 造 出 11 
只 杯子 ， 杯 口 全 部 朝 下 ， 每 次 翻转 其 中 3 只 不 同 的 杯子 ， 翻 转 成 杯 口 全 
部 朝 上 的 最 优 转 法 ( 表 4-8)。 : 


观察 这 个 最 优 转 法 ， 可 以 发 现 其 中 第 二 次 出 现 的 情况 就 是 : 6 只 杯 
口 朝 上 ,5 只 杯 口 朝 下 。 因 此 ， 从 中 得 到 本 题 的 最 优 转 法 表 4-9。 
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(3) 戴尔 公 珊 非常 喜爱 赛马 表演 ， 可 是 他 性 情 怪 亿 。 有 一 次 ， 他 
把 4 匹 白 马 安排 在 赛场 的 南 疾 ， 把 4 匹 黑马 安排 在 北端 。 然 后 规定 : 每 
次 只 许 从 两 端 共 牵 出 5 匹 马 来 表 演 ， 既 不 能 多 ， 也 不 能 少 。 表 演 后 ， 南 
端的 马 牵 往 北 端 ， 北 端的 马 牵 往 南 端 。 请 问 ， 要 使 4 匹 白 马 都 到 北端 ， 
4 匹 黑马 都 到 南端 ， 最 少 需 要 表演 儿 次 才能 做 到 ? 

这 个 问题 相当 于 : 有 8 匹 马 ， 其 中 4 匹 马 朝 南 ，4 匹 马 朝 北 。 每 次 
表演 后 改变 5 匹 马 的 朝向 ， 至 少 要 表演 多 少 次 ， 才 能 使 原先 朝 南 的 马 全 
部 朝 北 ， 原 先 朝 北 的 马 全 部 朝 南 ? 

用 二 进 数 的 知识 来 研究 它 。 当 马 朝 南 时 ， 记 为 “1”; 当 马 朝 北 时 ， 
记 为 “0”。 现 在 ， 先 从 如 下 的 问题 和 人手: 8 匹 马 都 是 朝 南 ， 每 次 表演 后 
改变 5 匹 马 的 朝向 ， 至 少 要 表演 多 少 次 ， 才 能 使 8 匹 马 全 部 朝 北 ? 对 
此 ， 可 以 得 到 最 优 解 ， 如 表 4-10 所 示 。 


表 4-10 


| 


接 者 ， 我 们 统一 选取 〈 表 4-10) 各 次 的 某 4 个 数位 〈 例 如 ， 都 是 
最 后 4 位) ， 全 部 实施 “0 ,，“1” 互 换 ， 得 到 表 4-11。 


经 检验 ， 这 就 是 我 们 所 求 的 一 种 最 优 解 。 
由 于 统一 选取 ( 表 4-10) 各 次 的 某 4 个 数位 ， 有 多 种 选取 方法 ， 
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因此 本 题 有 多 种 不 同 的 答案 ， 但 是 需要 表演 的 最 少 次 数 都 是 4 次 。 

(4) 河 里 有 7 只 船 ，3 只 在 西岸 ，4 只 在 东 岸 ， 每 小 时 都 有 5 只 船 开 
往 它 的 对 岸 ， 如 何 安排 才能 经 过 最 短 的 时 间 ， 使 得 全 部 船只 都 在 东 岸 ? 

这 道 题 采用 前 面 的 方法 是 难以 解决 的 。 现 在 仍然 用 二 进 数 的 知识 来 
研究 它 。 当 船 在 西岸 时 ， 记 为 “1”; 当 船 在 东 岸 时 ， 记 为 “0”。 把 每 
小 时 开 5 只 船 进行 分 配 ， 让 3 只 在 西岸 的 船 每 小 时 开 3 只 ; 4 只 在 东 岩 
的 船 每 小 时 开 2 只。 这样， 经 过 3 小 时 两 者 都 有 全 部 船只 在 东 岸 出 现 的 
情况 。 由 此 得 到 如 表 4-12 的 最 优 解 。 


另外 ， 如 果 把 每 小 时 开 5 只 船 进行 其 他 的 分 配 ， 那 么 还 可 以 得 到 如 
表 4-13 的 3 种 最 优 解 。 
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现在 全 面 地 解决 了 翻 杯 问题 。 翻 杯 问 题 上 有 学 问 ! 出 乎 我 们 的 意 
料 ， 日 常生 活 中 的 看 似 简单 的 翻 杯 问题 竟 是 相当 复杂 的 。 


人 ] 河中 无 岛 的 过 河 游戏 (一 ) 


在 数学 游戏 中 ， 有 着 十 分 有 趣 的 过 河 问题 。 这 一 类 问题 往往 是 铝 干 
个 人 ,要 利用 一 只 容纳 有 限 的 船 ， 往 返 摆 渡 过 河 。 这 些 人 未 必 都 会 划 
船 ， 有 的 还 有 着 某 种 禁忌 ， 或 者 带 着 茶 些 动物 或 物品 。 河 中 有 的 有 一 个 
可 以 暂 留 的 小 岛 ， 有 的 却 没有 。 现 在 ,我们 先 来 研究 河中 没有 可 以 暂 留 
小 岛 的 过 河 问题 。 

过 河 问题 是 与 什么 样 的 演变 数 有 关 的 数学 游戏 呢 ? 读者 熟悉 了 过 河 
游戏 ， 就 会 弄 明日 。 

农民 过 河 

这 是 一 个 在 民间 流传 很 广 的 有 趣 问 题 : 一 位 农民 带 着 一 条 狗 、 一 只 
鸡 和 一 覃 白菜 来 到 了 河 的 北岸 ， 准 备 利 用 岸 边 的 一 只 小 船 过 河 。 但 是 船 
很 小 ， 每 次 他 只 能 带 一 样 东 西 过 河 。 伤 脑筋 的 是 ， 他 不 在 岸上 看 管 时 ， 
狗 会 咬 鸡 ， 或 者 鸡 会 吃 菜 。 他 在 岸上 看 管 时 ， 就 不 会 发 生 这 些 事情 。 好 
在 ， 狗 不 会 咬 菜 。 这 位 农民 终于 想 出 了 一 个 办 法 ， 使 小 船 来 回 划 动 的 次 
数 最 少 ， 把 这 3 样 东 西 都 带 到 河 的 南岸 ， 并 且 每 一 样 都 不 受 损害 。 他 是 
怎样 安排 过 河 的 呢 ? 

这 里 有 着 起 始 岸 与 到 达 岸 ， 我 们 可 以 利用 二 进 数 的 知识 来 解决 这 个 
问题 。 这 个 问题 涉及 人 、 狗 、 鸡 、 菜 4 样 东西 ， 因 此 要 用 四 位 二 进 数 来 
研究 。 从 四 位 二 进 数 的 最 高 位 起 ,依次 表示 人 、 狗 、 鸡 、 菜 。 当 他 
( 它 ) 在 北岸 时 ， 用 0 表示 ; 当 他 ( 它 ) 在 南岸 时 ， 用 1 表示 。 这 样 ， 
人 、 狗 、 鸡 、 菜 的 每 一 种 位 置 状态 都 可 以 用 一 个 四 位 二 进 数 来 表示 。 同 
时 ,每 一 个 四 位 二 进 数 都 表示 着 人 、 狗 、 鸡 、 菜 的 一 种 位 置 状态 。 我 们 
的 努力 目标 是 从 0000 到 1111。 

下 面 采用 “逐步 演变 ”的 思维 策略 。 从 0000 出 发 ， 依 题 意 ， 它 的 
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演变 数 只 能 是 1010 (其 他 演变 数 ， 如 1000 ，1100，1001 都 不 符合 题 
意 )。 继 而 ， 找 出 1010 的 演变 数 。 它 既 可 以 是 0000 (这 样 的 演变 属于 
走 回头 路 ， 没 有 什么 价值 ， 今 后 将 都 不 再 考虑 它 ) ， 又 可 以 是 0010。 至 
此 ， 应 当 明 白 ， 对 于 已 有 的 四 位 二 进 数 ， 有 时 求 它 的 两 位 〈 同 向 ) 演 
变数 ， 有 时 求 它 的 一 位 演变 数 ， 其 中 最 高 位 (人 ) 都 要 参与 演变 (0， 
1 依次 交替 出 现 ) 。 接 着 ， 再 找 出 0010 的 最 高 位 是 1 的 演变 数 ， 它 有 
1110 与 1011 两 个 。 这 时 兵 分 两 路 找 下 去 ， 直 至 找到 1111 为 止 。 它 们 的 


演变 序列 如 下 : 
0000 
1010 (1) 
0010 (2) 
1110 1011 (3) 
0100 0001 (4) 
1101 (5) 
0101 (6) 


在 过 河 问题 中 ， 如 果 把 起 始 岸 与 到 达 岸 互 换 ， 从 1111 出 发 , 沿 着 
上 述 演变 序列 逆向 而 行 ， 那么 也 是 可 以 到 达 0000 的 。 因 此 ， 在 上 述 演 
变 序列 中 ,如果 把 所 有 的 0 与 1 互 换 ， 再 倒置 一 番 ， 那 么 便 可 得 到 与 原 
有 一 样 的 演变 序列 图 。 这 就 说 明 ， 过 河 问题 具有 对 称 性 ( 指 首尾 相应 的 
两 个 数 都 是 一 对 互补 数 ) 。 这 是 过 河 问题 的 一 个 重要 特点 。 可 以 利用 它 
来 简化 问题 的 思考 或 者 检验 所 求 的 答案 。 

这 里 所 采用 的 也 是 符号 化 、 图 表 化 的 一 种 方法 。 所 谓 解决 一 类 具体 
问题 的 符号 化 、 图 表 化 的 方法 ， 实 际 上 就 是 这 类 问题 的 “算法 ”的 体 
现 。 在 电子 计算 机 飞速 发 展 的 今天 ， 符 号 化 、 图 表 化 的 方法 更 占有 突出 
的 地 位 。 因 为 它 是 机 器 “思维 ”的 基本 方式 ， 只 有 把 问题 编 成 符号 化 、 
图 表 化 的 程序 后 ， 机 器 才能 接受 ; 才能 机 械 地 执行 所 给 的 指令 ， 对 问题 
作出 解答 。 

现在 设计 一 种 超 小 型 电脑 来 解决 农民 过 河 问 题 。 它 的 线路 图 如 
图 4-5 所 示 。 

这 里 ， 代 表 农 民 的 是 一 只 单刀 双 撕 开关 。 代 表 狗 、 鸡 和 菜 的 分 别 是 3 
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只 双 刀 双 搓 开关。 开关 的 一 头 表示 河 的 北岸 ， 另 一 头 表示 南岸 。 开 关 从 一 
头 扳 到 另 一 头 就 表示 渡河 了 。 如 果 开 关 扳 动 后 使 得 绿灯 点 亮 ， 就 表示 这 一 
个 渡河 步骤 是 可 行 的 。 如 果 绿灯 不 完 ， 就 表示 这 一 个 渡河 步 又 是 不 妥 的 。 


北岸 


电 人 绿 
一 上 上川 下 一 一 一 一 一 
源 


南岸 
图 4-5 


有 了 这 个 小 型 电脑 ， 就 不 必 多 动脑 筋 了 ， 只 要 分 别 扳 动 表示 农民 、 
狗 、 鸡 、 沫 等 的 开关 ， 它 就 会 自动 告诉 你 正确 的 渡河 步骤 了 。 

农民 、 狗 、 鸡 和 菜 开 始 时 都 在 北岸 ， 要 到 南岸 去 。 这 时 所 有 的 开关 
都 扳 向 北岸 绿灯 亮 着 ， 把 代表 农民 的 开关 扳 向 南岸 后 ， 经 实际 操作 得 
知 ， 当 且 仅 当 把 代表 鸡 的 开关 扳 向 南岸 ， 绿 灯 才 会 继续 亮 着 。 这 表示 农 
民 首 先 要 带 鸡 过 河 。 农 民 返 回 北岸 后 ， 再 带 什 么 过 河 呢 ? 大 家 如 果 能 做 
出 这 个 超 小 型 电脑 进行 操作 ， 便 会 一 清二 楚 了 。 

农民 过 河 问 题 在 民间 还 有 男 一 种 不 同 的 表述 。 我 们 把 它 留 给 读者 解答 。 

农民 过 河 : 一 位 农民 带 着 一 只 羊 和 两 捆 草 来 到 了 河 的 北岸 ， 准 备 利 
用 岸 边 的 一 只 小 船 过 河 。 但 是 船 很 小 ， 每 次 他 只 能 带 一 样 东 西 过 河 。 伤 
脑筋 的 是 ， 他 不 在 岸上 看 管 时 ， 羊 会 吃 草 。 请 问 ， 这 位 农民 应 该 怎样 安 
排 过 河 呢 ? 

抗日 游击 队 过 河 

抗日 战争 时 期 ， 有 一 支 游 击 队 来 到 河 边 ， 要 立即 过 河 。 可 是 桥 已 被 

破坏 ,河水 又 很 深 正在 着 急 ， 忽 然 看 见 两 个 小 孩 在 对 岸 划 着 一 只 小 般 
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过 来 。 这 只 小 船 很 小 ， 只 能 载 一 个 游击 队员 或 两 个 小 孩 ， 不 能 再 多 了 。 
好 在 所 有 在 场 的 人 都 会 单独 划船 。 队 长 发 动 大 家 想 办 法 ， 终 于 使 全 体 游 
击 队员 都 过 了 河 。 他 们 是 怎样 过 河 的 呢 ? 

这 里 没有 说 明 抗 日 游击 队 的 人 数 ， 我 们 先 从 一 个 游击 队员 与 两 个 小 
孩 开始 考虑 。 当 他 们 在 起 始 岸 时 ， 用 0 表示 ; 当 他 们 在 终止 岸 时 , 用 1 
表示 。 依 题 意 ， 可 以 得 到 如 表 4-14 的 过 河 办 法 。 


表 4-14 
游击 队员 小 孩 甲 小 孩 乙 
0 0 0 
0 1 1 
0 1 0 
1 1 0 
1 0 0 


如 果 是 两 个 游击 队员 与 两 个 小 孩 ， 那 么 可 以 有 如 表 4- 15 的 过 河 


办 法 。 
表 4-15 
游击 队员 乙 游击 队员 甲 小 孩 甲 小 孩 乙 
0 0 0 0 
0 0 1 1 
0 0 1 0 
0 1 1 0 
0 1 0 0 
0 1 1 1 
0 1 1 0 
1 1 1 0 
1 1 0 0 


这 样 ， 了 逐个 增加 游击 队员 ， 表 示 起 来 是 比较 麻烦 的 。 为 此 ， 可 以 用 
另外 一 种 很 好 的 表示 方法 一 一 流向 图 4-6 来 表示 他 们 的 过 河 程序 。 
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两 个 人 的 小 船 。 


两 个 小 孩 划 到 对 岸 


一 个 小 孩 划 回来 


一 个 游击 队员 划 到 对 涯 


另 一 个 小 孩 刘 回来 


岸上 还 有 游击 队员 吗 ? 
没有 


4 个 人 过 河 


4 演变 游戏 


甲 、 乙 、 丙 、 丁 4 个 人 要 过 河 。 渡 口上 只 有 一 条 一 次 最 多 只 能 容纳 


他 们 每 个 人 都 会 划船 。 但 是 ， 甲 与 乙 单独 在 一 起 时 ， 会 
发 生 争 吵 ; 乙 与 两 单独 在 一 起 时 ， 会 发 生 争吵 ; 丙 与 丁 单独 在 一 起 时 ， 
会 发 生 争吵 。 请 问 ， 要 怎样 安排 才能 使 他 们 不 发 生 争 吵 而 以 最 少 的 次 数 
过 河 呢 ? 


用 四 位 二 进 数 来 解决 问题 。 从 四 位 二 进 数 的 最 高 位 起 ， 各 位 依次 表 


0000 


1010 0101 
0010 10000 0001 0100 
0111 1011 1101 1011 1101 1110 
0101 Wl 0101 1010 0101 1010 


1111 
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示 甲 、 乙 、 肉 、 丁 4 个 人 。 当 他 们 在 起 始 岸 时 ， 用 0 表示 ; 当 他 们 在 终 
止 岸 时 ， 用 1 表示 。 依 题 意 ， 每 一 个 四 位 二 进 数 在 第 奇 (或 偶 ) 数 步 
不 能 重复 出 现 〈( 否则， 可 以 删 去 循环 的 部 分 ， 简 化 往返 过 程 ， 使 来 回 划 
动 的 次 数 进一步 减少 。 以 后 对 于 其 他 题目 ， 这 一 理由 不 再 著述 )。 可 以 
得 到 如 下 6 种 解法 (每 种 解法 各 有 5 步 ) : 


(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
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文明 人 与 野 变 人 (一 ) 

两 个 文明 人 与 两 个 野蛮 人 ， 一 起 来 到 河 边 ， 打 算 到 对 岸 去 。 渡 口上 
只 有 一 条 一 次 最 多 只 能 容纳 两 个 人 的 小 船 。 在 怎样 摆渡 方面 ， 野 蛮 人 会 
服从 文明 人 的 指令 。 但 是 ， 在 渡河 的 过 程 中 ， 河 的 两 岸 随时 都 应 保持 文 
明 人 的 人 数 不 少 于 野蛮 人 的 人 数 ， 否 则 野蛮 人 会 伤害 处 于 少数 的 文 
明 人 。 \ z 
(1) 如 果 只 有 一 个 文明 人 会 划船 ， 其 他 人 都 不 会 划船 ; 

(2) 如 果 只 有 一 个 文明 人 与 一 个 野蛮 人 会 划船 ， 其 他 人 都 不 会 
划船 ; 

(3) 如 果 两 个 文明 人 与 两 个 野蛮 人 都 会 划船 。 

在 上 述 各 种 情况 下 ， 要 分 别 怎样 安排 才能 使 他 们 尽快 地 安全 过 
河 呢 ? 

用 四 位 二 进 数 来 解决 问题 。 从 四 位 二 进 数 的 最 高 位 起 ， 前 两 位 表示 
两 个 文明 人 ， 后 两 位 表示 两 个 野蛮 人 。 当 他 们 在 起 始 岸 时 ， 用 0 表示 ; 
当 他 们 在 终止 岸 时 ， 用 1 表示 。 依 题 意 ， 每 一 个 四 位 二 进 数 在 第 奇数 步 
(或 第 偶数 步 ) 不 能 重复 出 现 。 

(1) 如 果 只 有 一 个 文明 人 会 划船 ， 以 四 位 二 进 数 的 最 高 位 来 表示 
它 。 先 采用 “缩小 范围 ”的 思维 策略 。 依 题 意 ， 不 能 出 现 0011 ，0100， 
0111 及 其 相应 的 互补 数 1100，1011 ，1000 等 6 种 情况 ， 应 当 把 它们 排 
除 掉 。 这 样 ， 在 共有 2 = 16 种 的 四 位 二 进 数 中 ， 就 剩 下 0000，0001， 
0010 ，0101，0110 及 其 相应 的 互补 数 1111，1110，1101，1010，1001 
等 10 种 可 能 出 现 的 情况 。 接 着 采用 “逐步 演变 ”的 思维 策略 ， 可 以 得 
到 如 下 2 种 解法 〈 每 种 解法 各 有 5 步 ) : 


0000 


(2) 如 果 只 有 一 个 文明 人 与 一 个 野 灾 人 会 划船 ， 从 四 位 二 进 数 的 
最 高 位 起 ， 以 前 两 位 的 前 者 与 后 两 位 的 前 者 来 分 别 表示 它们 。 依 题 意 ， 
不 能 出 现 0100，0111 及 其 相应 的 互补 数 1011，1000 等 4 种 情况 ; 可 能 
出 现 0000，0001，0010，0011，0101，0110 及 其 相应 的 互补 数 1111， 
1110，1101，1100，1010，1001 等 12 种 情况 。 于 是 ， 有 如 下 的 4 种 解 
法 (每 种 解法 各 有 5 步 ) : 


0000 


On 1001 0011 (1) 
0010 0001 (2) 
1110 1101 (3) 
1100 0110 0101 (4) 


1111 (5) 


(3) 如 果 两 个 文明 人 与 两 个 野蛮 人 都 会 划船 ， 依 题 意 ， 不 能 出 现 
0100,，0111 及 其 相应 的 互补 数 1011，1000 等 4 种 情况 ， 可 能 出 现 
0000，0001 ，0010，0011 ，0101，0110 及 其 相应 的 互补 数 1111 ，1110， 
1101，1100，1010，1001 等 12 种 情况 。 于 是 有 如 下 18 种 解法 (每 种 解 
法 各 有 5 步 ) : 


0000 
1010 0110 0011 0011 1001 0101 (1) 
0010 0001 9 
1110 1101 3 
1010 0110 1100 1100 1001 0101 (4) 


1111 (5) 
这 里 ， 两 个 文明 人 具有 同等 的 地 位 ， 两 个 野蛮 人 也 具有 同等 的 地 
位 。 由 此 可 以 将 上 述 几 种 解法 加 以 归 类 ， 得 到 如 下 4 类 解法 : 


0000 
1010 0011 (1) 
0010 (2) 
1110 (G3) 
1010 1100 (4) 


1111 (5) 
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以 后 对 于 其 他 问题 ， 考 虑 的 将 都 是 归 类 解法 。 


小 人 河中 无 岛 的 过 河 游戏 (二 ) 


警察 . 歹徒 .老人 

两 位 警察 到 某 地 办 事 。 当 他 们 返回 途经 一 个 村 庄 时 ， 罕 然 听 到 老人 
的 呼救 声 。 警 察 迅 速 跑 到 出 事 地 点 。 原 来 是 两 个 歹徒 正在 殴打 两 位 老 
人 人。 警察 立即 上 前 制服 了 歹徒 。 两 位 警察 带 着 两 位 老人 ， 押 着 两 个 尹 
徒 ， 返回 派出 所 。 当 他 们 来 到 河 边 ， 打 算 到 对 岸 去 时 ,渡口 上 只 有 一 条 
一 次 最 多 只 能 容纳 两 个 人 的 小 船 。 他 们 6 个 人 都 会 划船 。 但 是 ， 为 了 防 
止 歹 徒 继续 行凶 或 逃跑 ， 不 能 让 均 徒 和 老人 一 齐 划船 ， 也 不 能 证 歹徒 单 
独 划船 或 警察 不 在 岸 时 留 在 某 岸 上 。 另 外 ， 为 防止 两 个 歹徒 联合 作恶 ， 
当 只 有 一 位 警察 在 岸 时 ， 警 察 可 用 随身 所 带 的 手 铸 把 两 个 歹徒 铸 起 来 。 
请 问 ， 要 怎样 安排 才能 使 他 们 以 最 少 的 次 数 安全 地 过 河 呢 ? 

用 六 位 二 进 数 来 解决 问题 。 从 六 位 二 进 数 的 最 高 位 起 ， 前 两 位 表示 
两 位 警察 ， 中 间 两 位 表示 两 位 老人 ， 后 两 位 表示 两 个 歹徒 。 当 他 们 在 起 
始 洗 时， 用 0 表示 ; 当 他 们 在 终止 岸 时 ， 用 1 表示 。 依 题 意 ， 每 一 个 六 
位 二 进 数 在 第 奇 (或 偶 ) 数 步 不 能 重复 出 现 。 在 共有 2 = 64 个 的 六 位 
二 进 数 中 , 不 能 出 现 000001，000010，000011，000101，000110， 
000111，001001，001010，001011，001101，001110，001111 及 其 相应 
的 互补 数 等 24 种 情况 ; 可 能 出 现 000000，000100 (001000， 插 与 内 为 
前 者 的 同类 ， 以 下 同 此 情况 者 ， 不 再 注 明 ) ，001100 ,010000(100000 ) ， 
010001 ( 010010, 100001, 100010) , 010011 ( 100011 ) , 010100 (011000， 
100100, 101000 ), 010101 ( 010110, 011001, 011010, 100101, 100110, 
101001, 101010 ) , 010111 (011011, 100111, 101011 ) , 011100 (101100 )， 
011101 ( 011110, 101101, 101110 ) , 011111 ( 101111 ), 110011, 110111 
(111011)，111111 等 40 种 情况 。 

前 面 ， 介 绍 了 “缩小 范围 ” “逐步 演变 ”的 思维 策略 。 现 在 来 介 
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绍 “ 前 后 夹击 ”的 思维 策略 。 从 农民 过 河 问 题 中 已 经 知道 : 过 河 问题 
具有 对 称 性 〈 指 首尾 相应 的 两 个 数 都 是 一 对 互补 数 ) 。 现 在 利用 这 个 对 
称 性 来 简化 问题 的 思考 。 首 先 ， 从 000000 出 发 ， 依 题 意 ， 它 可 以 有 两 
类 演变 数 101000，001100。 根 据 对 称 性 ， 我 们 想到 : 从 111111 逆 漳 ， 
也 应 该 有 两 类 演变 数 010111 (或 它 的 同类 101011) ，110011。 这 样 ， 从 
“起 点 ”到 “终点 ”就 接近 了 两 步 。 照 此 继续 进行 ， 直 至 “中 间 ” 会 
师 。 可 以 得 到 如 下 16 类 解法 (每 类 解法 各 有 9 步 ) : 


000000 


101000 001100 (1) 
100000 001000 (2) 
001100 100010 0 
Tenilo 110011 (5) 
101010 100011 (6) 
111011 101111 (7) 
idol 101011 (8) 
111111 (9) 

3 对 兄妹 


有 3 对 兄妹 要 过 河 ， 仅 有 一 只 每 次 至 多 能 载 两 个 人 的 小 船 。3 对 兄 
妹 中 ， 一 对 兄妹 各 自 都 会 划船 ， 其 他 两 个 哥哥 会 划船 ， 两 个 妹妹 不 会 划 
船 。3 个 妹妹 由 于 年 幼 害 羞 ， 不 愿意 与 别人 的 哥哥 在 一 起 乘 船 ， 也 不 愿 
意 在 自己 的 哥哥 不 在 场 而 有 别人 的 哥哥 在 场 的 情况 下 留 在 岸 边 。 他 们 要 
怎样 安排 才能 尽快 地 过 河 ? 

用 六 位 二 进 数 来 解决 问题 。 从 六 位 二 进 数 的 最 高 位 起 ， 前 3 位 表示 
3 个 哥哥 ， 后 3 位 从 高 到 低 依 次 表示 上 述 3 个 哥哥 各 自 的 妹妹 (其 中 第 
一 个 妹妹 会 划船 ) 。 当 他 们 在 西岸 时 ， 用 0 表示 ; 当 他 们 在 东 岸 时 ， 用 
1 表示 。 依 题 意 ， 每 一 个 六 位 二 进 数 在 第 奇 (或 偶 ) 数 步 不 能 重复 出 
现 。 在 2 = 64 个 六 位 二 进 数 中 ,不 能 出 现 001000，001010，001011 ， 
001100，001101，001110，001111，010000，010001，010011 ，010100， 
010101，010110，010111，011000，011001，011010，011100，011101 ， 
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好 玩 0 


011110，011111 及 其 相应 的 互补 数 等 42 种 情况 ; 可 能 出 现 只 有 000000， 
000010 ( 000001 ) ，000011 ，000100 ，000110 (000101 ) ，000111 ，001001 ， 
010010，011011 及 其 相应 的 互补 数 等 22 种 情况 (其 中 000100，111011 未 
用 上 )。 

901001 现在 ， 拟 主要 运用 “中 间 开 花 ” 的 思维 策略 来 解决 
111100 这 个 问题 。 我 们 想到 : 位 于 “中 间 ” 的 两 类 位 置 状 态 ， 
M0 应 含有 4 个 “0”、2 个 “1” 与 4 个 “1"、2 个 “0”。 这 
lo _ 1010 样 ， 它们 才能 既成 为 一 对 演变 数 (连续 性 的 反映 )， 又 成 

“为 一 对 互补 数 (对 称 性 的 反映 )。 除 外 ,0 与 1 的 个 数 与 
此 不 同 的 ， 均 不 能 既成 为 一 对 演变 数 ， 又 成 为 一 对 互补 数 ， 因 而 它们 不 
可 能 成 为 位 于 “中 间 ” 的 两 类 位 置 状态 。 

这 里 , 在 含有 4 个 “0”、2 个 “1” 与 4 个 “1”、2 个 “0” 的 两 类 
位 置 状态 中 ， 有 001001 (包括 它 的 同类 010010，100100) 与 101101 
(包括 它 的 同类 011011，110110)。 现 在 ,我 们 从 “中 间 ”001001 与 
101101 出 发 ， 先 “逐步 演变 ”下 来 ， 直 至 出 现 111111 为 止 。 

最 后 ， 再 根据 对 称 性 ， 向 另 一 侧 推进 。 可 以 得 到 如 下 4 类 解法 (每 


类 解法 各 有 13 步 ) : 

000000 

010010 000110 (1) 
000010 0) 
000111 (3) 
000011 (4) 
011011 (5) 
00100] (6) 
101101 7 
100100 (8) 
111100 (9) 
]11000 60 
111110 (11) 

一 一 一 一 
111010 110110 (12) 


111111 (13) 


4 演变 游戏 


3 对 夫妇 

3 对 夫妇 一 起 去 旅行 。 他 们 来 到 一 条 河 的 西边 ， 在 向 东 的 渡口 处 ， 
发 现 一 只 小 船 ， 一 次 只 能 坐 两 个 人 。 不 好 办 的 是 ， 没 有 一 位 太太 会 划 
船 ， 她 们 只 能 跟 自 己 的 丈夫 一 起 过 河 。 此 外 ,男人 A 与 B,C 发 生 争 
吵 ， 男 人 A 的 太太 a 与 b (B 的 太太 ),，c (C 的 太太 ) 也 闹 翻 了 。 

现在 的 条 件 是 : 既 不 能 让 两 个 吵 过 染 的 人 同时 过 河 ， 又 不 能 让 他 们 
单独 留 在 岸 边 。 另 外 ， 任 何 一 个 男人 都 不 能 在 自己 的 太太 不 在 场 的 情况 
下 ， 单 独 同 别人 的 太太 留 在 河岸 上 。 你 能 想 出 一 个 办 法 ， 既 使 他 们 过 
河 ， 又 使 小 船 来 回 划 动 的 次 数 最 少 吗 ? 

用 六 位 二 进 数 来 解决 这 个 问题 。 从 六 位 二 进 数 的 最 高 位 起 ,前 3 位 
表示 3 个 男人 A 与 B，C,， 后 3 位 依次 表示 上 述 3 个 男人 各 目的 太太 a 
与 bp，c。 当 他 们 在 西岸 时 ， 用 0 表示 ; 当 他 们 在 东 岸 时 ， 用 1 表示 。 依 
题 意 ， 每 一 个 六 位 二 进 数 在 第 奇 ( 或 偶 ) 数 步 不 能 重复 出 现 。 

根据 性 别 与 吵架 情况 ， 可 以 把 人 员 分 为 4 种 类 型 : A; B, C; a; b, c。 
这 里 ，A 与 B，A 与 C, a 与 b，a 与 c， 分 别 是 吵 过 架 的 人 ， 他 们 不 能 同时 
过 河 ， 或 单独 留 在 岸 边 。 好 在 A 与 b,c, a 与 B,C 还 可 以 交谈 。 

这 里 用 “中 间 开 花 ” 的 思维 策略 。 我 们 知道 ， 过 河 问题 从 “起 点 ” 
到 “终点 ”要 经 历 奇数 步 ， 从 000000 到 111111 要 有 偶数 种 位 置 状 态 。 
这 样 ， 位 于 “中 间 ” 的 就 有 两 类 位 置 状 态 。 它 们 既是 一 对 互补 数 (对 
称 性 的 反映 ) ， 又 是 一 对 演变 数 (连续 性 的 反映 )。 根 据 这 个 要 求 ， 我 
们 想到 : 位 于 “中 间 ” 的 两 类 位 置 状态 ， 应 含有 4 个 “0”、 2 个 “17 
与 六 N25 0 向 在 全 有 4 个 0727、"1" 人 
2 个 “0” 的 两 类 位 置 状态 中 ， 有 001001 与 101101， 以 及 100100 与 
101101 两 种 情况 。 其 中 ， 只 有 001001 与 101101 符合 要 求 。 它 们 既是 一 
对 演变 数 ， 也 可 以 看 成 是 一 对 互补 数 (001001 的 互补 数 是 110110， 它 
与 101101 属于 同一 类 位 置 状 态 ) 。 另 外 ，100100 与 101101 不 符合 要 求 。 
它们 固然 是 一 对 演变 数 ， 但 是 不 可 以 看 成 是 一 对 互补 数 (100100 的 互 
补 数 是 011011， 它 与 101101 不 属于 同一 类 位 置 状 态 ) 。 
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最 后 ， 再 从 “中 间 ” 向 两 侧 推进 ， 可 以 得 到 如 下 4 类 解法 (每 类 
解法 各 有 9 步 ) : 


000000 


001001 011000 (1) 
000001 ”010000 (2) 
011001 (3) 
001001 (4) 
101101 (3) 
100101 (6) 
110111 111101 (7) 
100111 101101 (8) 


111111 (9) 


z 文明 人 与 野蛮 人 (二) 

a ts 一 起 来 到 河 边 ， 打 算 到 对 岸 去 。 渡 口上 

一 条 一 次 最 多 只 能 容纳 两 个 人 的 小 船 。 在 怎样 摆渡 方面 ， 野 蜜 人 会 

人 
明 人 的 人 数 不 少 于 野蛮 人 的 人 数 ， 否 则 妓 杰 人 会 伤害 处 于 少数 的 文 
明 人 。 

(1) 如 果 只 有 一 个 文明 人 与 一 个 野 变 人 会 划船 ， 要 怎样 安排 才能 
使 他 们 尽快 地 安全 过 河 呢 ? 

(2) 如 果 3 个 文明 人 与 3 个 野 蜜 人 都 会 划船 ， 那 么 要 怎样 安排 才能 
使 他 们 尽快 地 安全 过 河 呢 ? 

(3) 如 果 有 4 个 文明 人 与 4 个 野蛮 人 ， 它 们 都 会 划船 ， 能 过 河 吗 ? 
为 什么 ? 

用 六 位 二 进 数 来 解决 问题 。 从 六 位 二 进 数 的 最 高 位 起 ， 前 3 位 表示 
3 个 文明 人 ,后 3 位 表示 3 个 野蛮 人 。 当 他 们 在 起 始 岸 时 ， 用 0 表示 ; 
当 他 们 在 终止 岸 时 ， 用 1 表示 。 依 题 意 ， 每 一 个 六 位 二 进 数 在 第 奇 (或 
偶 ) 数 步 不 能 重复 出 现 。 

(1) 如 果 只 有 一 个 文明 人 与 一 个 墅 变 人 会 划船 ， 以 六 位 二 进 数 前 3 
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位 的 前 者 与 后 3 位 的 前 者 来 分 别 表示 它们 。 这 里 可 以 综合 运用 “缩小 范 
围 “ “逐步 演变 ”、“ 前 后 夹击 ”以 及 “中 间 开 花 ” 的 思维 策略 。 依 题 
意 , 不 能 出 现 000100，001000，001011，001101，001110，001111 ， 
010000,010011,，010101,， 010110, 010111, 011000，011001，011010， 
011011，011100，011111 及 其 相应 的 互补 数 等 34 种 情况 ; 可 能 出 现 只 
有 000000，000001 ( 000010 ) ，000011，000101 (000110 ) ，000111 ， 
001001 ( 001010 ) ， 001100， 010001 ( 010010 ) ，010100，011101 
(011110) 及 其 相应 的 互补 数 等 30 种 情况 (其 中 001001，001010，， 
001100，101011，101101，101110 未 用 上 )。 于 是 ， 有 如 下 4 类 解法 


(每 类 解法 各 有 13 步 ) : 

000000 

100010 000110 (1) 
000010 (2) 
000111 (3) 
000011 (4) 
110011 (5) 
010001 (6) 
11010] (7) 
010100 (8) 
111100 (9) 
111000 (10) 
LL1110 (11) 

| 
111010 -011110 (12) 


111111 (13) 


(2) 如 果 3 个 文明 人 与 3 个 野蛮 人 都 会 划船 ， 依 题 意 不 能 出 现 
000100，001000，001011，001101,，001110，001111 ，010000 ，010011， 
010110，010111，011000，011001 ，011010，011100，011111 及 其 相应 
的 互补 数 等 30 种 情况 ; 可 能 出 现 000000 ，000001 (000010，000100)， 
000011 ( 000101， 000110 ) ，000111， 001001 ( 001010 ， 001100， 
010001，010010，010100) ，011011 (011101，011110) 等 34 种 情况 。 
于 是 有 如 下 4 类 解法 〈 每 类 解法 各 有 11 步 ) : 
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000000 


100100 ”000110 (1) 
000100 (2) 
000111 (3) 
000110 (4) 
011110 (5) 
001100 (6) 
111100 (7) 
111000 (8) 
111110 (9) 

110110 111100 (10) 


111111 (11) 


(3) 如 果 有 4 个 文明 人 与 4 个 野 变 人 ， 他 们 都 会 划船 ， 那 么 过 河 是 
无 法 安排 的 。 这 是 由 于 无 法 做 到 有 3 个 或 4 个 文明 人 同时 在 东 岸 出 现 。 
为 了 说 明 这 个 问题 ， 假 设 最 早 使 得 东 岸 有 多 于 两 个 文明 人 出 现 的 单数 航 
程 是 第 2k + 1 次 航程 ， 那 么 第 2k -1 次 航程 就 只 能 有 一 个 或 两 个 文明 人 
在 东 岸 。 

若 只 有 一 个 文明 人 在 东 岸 ， 那 么 这 时 也 只 能 有 一 个 野 变 人 在 东 岸 。 
第 2k 次 航程 ， 既 不 能 由 在 东 岸 的 野蛮 人 西 渡 ( 否则， 野蛮 人 在 西岸 登 
陆 后 ， 就 多 于 文明 人 ) ， 也 不 能 由 在 东 岸 的 文明 人 西 渡 或 者 由 在 东 岸 的 
文明 人 与 野蛮 人 一 起 西 渡 (和 否则， 第 2# + 1 次 航程 ， 就 无 法 做 到 东 岸 有 
多 于 两 个 文明 人 出 现 ) 。 因 此 ， 这 种 情况 是 不 存在 的 。 

若 只 有 两 个 文明 人 在 东 岸 ， 那 么 这 时 东 岸 也 只 能 有 两 个 野 变 人 。 第 
2k 次 航程 有 且 仅 有 如 下 几 种 考虑 : 由 在 东 岸 的 一 个 或 两 个 野蛮 人 西 
渡 ， 那 么 野蛮 人 在 西岸 登陆 后 ， 就 多 于 文明 人 。 不 合 题 意 ; @ 由 在 东 岸 
的 一 个 文明 人 西 渡 ， 那 么 东 岸 还 有 一 个 文明 人 ， 而 野蛮 人 有 两 个 。 也 不 
合 题 意 ; @@@ 由 在 东 岸 的 两 个 文明 人 西 渡 ， 那 么 第 2k + 1 次 航程 ， 就 无 法 
做 到 东 岸 有 多 于 两 个 文明 人 出 现 ; @ 由 一 个 文明 人 与 一 个 野蛮 人 西 渡 ， 
那么 西 渡 后 ， 西 岸 就 有 了 3 个 文明 人 与 3 个 野 变 人 。 此 后 ， 要 使 得 东 岸 
有 多 于 两 个 文明 人 出 现 , 第 2k + 1 次 航程 就 要 东 渡 两 个 文明 人 。 但 是 ， 
两 个 文明 人 东 渡 后 ， 西 岸 还 有 一 个 文明 人 与 3 个 野 诸 人 。 这 与 题 意 矛 
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盾 。 因 此 ， 这 种 情况 也 是 不 存在 的 。 

综 上 所 述 ， 在 本 题 的 条 件 下 ， 过 河 是 无 法 安排 的 。 

对 于 这 道 题 ， 也 可 以 用 “中 间 开 花 ” 的 思维 策略 ， 运 用 反 证 法 来 
证 明 : 过 河 是 无 法 安排 的 。 从 八 位 二 进 数 的 最 高 位 起 ， 前 4 位 表示 4 个 
文明 人 ， 后 4 位 表示 4 个 野蛮 人 。 当 他 们 在 起 始 岸 时 ， 用 0 表示 ; 当 他 
们 在 终止 岸 时 ， 用 1 表示 。 假 如 过 河 是 可 以 安排 的 ， 那么 其 “中 间 ” 
就 有 既是 一 对 互补 数 ， 又 是 一 对 演变 数 的 两 类 八 位 二 进 数 。 从 互补 数 来 
说 ,假设 第 一 类 八 位 二 进 数 有 nn 个 “0” 与 8-n 个 “1”( 这 里 为 不 
大 于 8 的 自然 数 ),， 那么 第 二 类 八 位 二 进 数 有 8 -nn 个 “0” 与 n 个 
“1”。 男 外 ， 从 演变 数 来 说 ,nn 与 8 -nn 的 差 (以 大 减 小 ) 只 能 为 1 或 
2。 当 差 为 1 时 , n 不 是 整数 ， 不 符合 要 求 ; 当 差 为 2 时 ，n =3。 不 管 3 
个 “0”5 个 “1” 的 八 位 二 进 数 ， 还 是 5 个 “0”3 个 “1” 的 八 位 二 
进 数 ， 都 将 出 现 野蛮 人 多 于 文明 人 的 情况 ， 与 题 意 矛盾 。 因 此 ， 过 河 是 
无 法 安排 的 。 

新 婚 夫 妇 的 旅行 

这 是 阿拉 伯 的 一 个 历史 久远 的 趣味 智力 题 : 3 对 新 婚 夫 妇 一 起 去 旅 
行 。 他 们 来 到 一 条 河 的 西边 ， 在 向 东 的 渡口 处 ， 发 现 一 只 一 次 最 多 只 能 
容纳 两 个 人 的 小 船 。 他 们 每 个 人 都 会 单独 划船 ， 过 河 本 是 不 成 问题 的 。 
但 是 ， 按 照 古 代 当 地 的 风俗 ， 同 时 也 是 为 了 照顾 各 对 夫妇 的 感情 ， 他 们 
商定 的 纪律 是 : 任何 一 个 女人 ， 在 和 自己 的 丈夫 分 开 时 ,不 能 和 别人 的 
丈夫 一 起 乘 船 或 留 在 岸上 ; 任何 一 个 男人 ， 除 与 自己 的 妻子 外 ， 不 与 其 
他 女人 一 起 乘 船 ， 也 不 能 在 对 岸 有 别人 的 妻子 而 她 的 丈夫 不 在 场 时 向 对 
岸 划 去 。 

(1) 你 能 想 出 一 个 既 能 满足 3 对 夫妇 的 要 求 ， 又 使 小 船 来 回 划 动 
的 次 数 最 少 的 办 法 吗 ? 

(2) 如 果 有 4 对 新 婚 夫 妇 旅 行 ， 其 他 条 件 不 变 ， 能 够 安排 渡河 吗 ? 
为 什么 ? 

(3) 如 果 有 4 对 新 婚 夫 妇 旅 行 ， 小 船 改 用 有 3 个 座位 的 ， 其 他 条 件 
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不 变 ， 他 们 要 怎样 安排 才能 尽快 过 河 呢 ? 

(4) 如 果 有 5 对 新 婚 夫 妇 旅 行 ， 小 船 改 用 有 3 个 座位 的 ， 其 他 条 件 
不 变 ， 他 们 要 怎样 安排 才能 尽快 过 河 呢 ? 

下 面 分 别 解决 以 上 问题 。 

(1) 用 六 位 二 进 数 来 解决 问题 。 从 六 位 二 进 数 的 最 高 位 起 ， 前 3 
位 表示 3 个 男人 ， 后 3 位 从 高 到 低 依次 表示 上 述 3 个 男人 各 自 的 太太 。 
当 他 们 在 西岸 时 ， 用 0 表示 ; 当 他 们 在 东 岸 时 ， 用 1 表示 。 依 题 意 ， 每 
一 个 六 位 二 进 数 在 第 奇 (或 偶 ) 数 步 不 能 重复 出 现 。 另 外 ， 依 题 意 ， 
不 能 出 现 100000 (010000，001000 ) ，110000 ( 101000，011000 ) ， 
100010(100001，010100 ，010001，001100，001010 ) ，100110(100101 ， 
010110，010011， 001101，001011 ) ，100011 ( 010101，001110 ) ， 
011100(101010，110001) ，011001(011010，101001，101100 ，110010， 
110100 ) ，011101 〈011110，101011，101110，110011，110101 ) ， 
001111(010111，100111) ，011111(101111，110111 ) 等 42 种 情况 ; 可 
能 出 现 只 有 000000，000100 (000010，000001 )，000110 (000101， 
000011 ) ，000111，111111，111110 ( 111101，111011 ) ， 111100 
(111010，111001 ) ，111000，110110 ( 011011, 101101 ) ， 100100 
(001001，010010 ) 等 22 种 情况 。 于 是 ， 有 如 下 4 类 解法 (每 类 解法 各 
有 11 步 ): 


000000 

100100 “000110 (1) 
000100 (2) 
000111 (3) 
000110 (4) 
110110 (5) 
100100 (6) 
111100 , (7) 
111000 (8) 
111110 (9) 

广 -一 上 一 一 

110110 111100 (10) 

111111 (11) 


4 演变 游戏 


(2) 4 对 新 婚 夫妇 ， 利 用 只 有 两 个 座位 的 小 船 ， 在 商定 纪律 不 变 的 
情况 下 ， 渡 河 是 无 法 安排 的 。 这 是 由 于 无 法 做 到 有 3 个 或 4 个 男人 同时 
在 东 岸 出 现 。 为 了 说 明 这 个 问题 ， 假 设 最 早 使 得 东 岸 有 多 于 两 个 男人 出 
现 的 单数 航程 是 第 2k+1 次 航程 ， 那 么 第 2k -1 次 航程 就 只 能 有 一 个 或 
两 个 男人 在 东 岸 。 

若 只 有 一 个 男人 在 东 岸 ， 那 么 他 的 妻子 也 只 能 在 东 岸 ， 而 其 他 女人 
又 不 宜 在 东 岸 。 这 时 ， 第 2k 次 航程 ， 既 不 能 由 在 东 岸 的 男人 妻子 西 渡 
(否则 ， 她 在 西岸 登陆 后 ， 就 与 商定 的 纪律 矛盾 ) ， 也 不 能 由 在 东 岸 的 
男人 或 者 他 们 夫妇 两 人 西 渡 (否则 ,第 2 +1 次 航程 ， 就 无 法 做 到 东 岸 
有 多 于 两 个 男人 出 现 ) 。 因 此 ， 这 种 情况 是 不 出 现 的 。 

若 只 有 两 个 男人 在 东 岸 ， 那 么 他 们 的 妻子 也 就 只 能 在 东 岸 ， 而 其 
他 女人 又 不 宜 在 东 岸 。 这 时 ， 第 2 次 航程 的 情况 如 下 : @@ 不 能 由 在 
东 岸 的 一 个 或 两 个 女人 西 渡 (否则 ， 她 在 西岸 登陆 后 ， 与 商定 的 纪律 
矛盾 ) ; 不 能 由 在 东 岸 的 一 个 男人 西 渡 (因为 他 的 妻子 不 能 继续 贸 
在 东 岸 ， 东 岸 还 有 一 位 男人 ) ; @ 不 能 由 在 东 岸 的 两 个 男人 西 渡 ( 否 
则 ,第 2k+1 次 航程 ， 就 无 法 做 到 东 岸 有 多 于 两 个 男人 出 现 ) ; @ 只 
可 能 由 一 对 夫妇 西 渡 , 但 是 第 2 次 航程 西 渡 一 对 夫妇 后 ， 西 岸 就 有 
了 3 对 夫妇 。 此 后 ， 要 使 得 东 岸 有 多 于 两 个 的 男人 出 现 , 第 2k+1 次 
航程 就 要 东 渡 两 个 男人 。 但 是 ， 两 个 男人 东 渡 后 ， 他 们 的 妻子 继续 留 
在 西岸 又 与 商定 的 纪律 矛盾 (西岸 还 有 一 位 男人 )。 因 此 ， 这 种 情况 
也 是 不 出 现 的 。 

综 上 所 述 ， 在 商定 纪律 不 变 的 情况 下 ， 渡 河 是 无 法 安排 的 。 

(3) 在 4 对 新 婚 夫妇 ， 利 用 3 个 座位 的 小 船 的 情况 下 ， 最 少 要 有 9 
次 航程 才能 达到 目的 。 

用 八 位 二 进 数 来 解决 问题 。 从 八 位 二 进 数 的 最 高 位 起 ， 前 4 位 表示 
4 个 男人 ， 后 4 位 从 高 到 低 依次 表示 上 述 4 个 男人 的 各 自 太 太 。 当 他 们 
在 西岸 时 ， 用 0 表示 ; 当 他 们 在 东 岸 时 ， 用 1 表示 。 依 题 意 ， 每 一 个 八 
位 二 进 数 在 第 奇 (或 偶 ) 数 步 不 能 重复 出 现 。 于 是 ， 有 如 下 8 类 解法 
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(每 类 解法 各 有 9 步 ) : 


00000000 
00001110 00001100 10001000 (1) 
人 00001000 (2) 
11001100 00001111 (3) 
10001000 00001110 (4) 
11111000 11101110 (5) 
11110000 Me (6) 
11111110 11111100 (7) 
RR | 
11101110 11111100 11111000 (8) 


11111111 (9) 


(4) 在 5 对 新 婚 夫 妇 ， 利 用 3 个 座位 的 小 船 的 情况 下 ， 最少 要 有 
11 次 航程 才能 达到 目的 。 

用 十 位 二 进 数 来 解决 问题 。 从 十 位 二 进 数 的 最 高 位 起 ， 前 5 位 表示 
5 个 男人 ,后 5 位 从 高 到 低 依次 表示 上 述 5 个 男人 的 各 自 太 太 。 当 他 们 
在 西岸 时 ， 用 0 表示 ; 当 他 们 在 东 岸 时 ， 用 1 表示 。 依 题 意 ， 每 一 个 十 
位 二 进 数 在 第 奇 (或 偶 ) 数 步 不 能 重复 出 现 。 于 是 ， 有 如 下 25 类 解法 


(每 类 解法 各 有 11 步 ) : 
0000000000 
1000010000 0000011000 0000011100 (1) 
0000010000 0000011000 (2) 
0000011110 0000011111 (3) 
0000011100 (4) 
1110011100 (5) 
1100011000 (6) 
1111111000 (7) 
1111110000 1111100000 (8) 


1111111110 1111111100 (9) 
1111011110 1111]111100 1111111000 (10) 
1111111111 (11) 
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) 河中 有 岛 的 过 河 游戏 


4 对 新 婚 夫妇 的 旅行 

4 对 新 婚 夫妇 一 起 去 旅行 。 他 们 来 到 一 条 河 的 西边 ， 在 加 东 的 渡口 
处 ， 发 现 一 只 一 次 最 多 只 能 容纳 两 个 人 的 小 船 。 他 们 每 个 人 都 会 单独 划 
船 ， 河 中 又 有 一 个 可 以 登陆 暂 留 的 小 岛 ， 过 河 本 是 不 成 问题 的 。 但 是 ， 
按照 古代 当地 的 风俗 ， 同 时 也 是 为 了 照顾 各 对 夫妇 的 感情 ， 他 们 商定 的 
纪律 是 : 任何 一 个 女人 ， 在 和 自己 的 丈夫 分 开 时 ,不 能 和 别人 的 丈夫 一 
起 乘 船 或 留 在 岸上 ; 任何 一 个 男人 ， 除 与 自己 的 妻子 外 ， 不 与 其 他 女人 
ny 

。 你 能 想 出 一 个 办 法 ， 既 使 他 们 过 河 ， 又 使 小 船 来 回 划 动 的 次 数 最 少 
IE 

在 4.4 节 知 道 : 如 果 不 利用 河中 可 以 登陆 的 小 岛 ， 那 么 4 对 夫妇 东 
渡 是 无 法 实现 的 。 现 在 ， 有 了 河中 的 小 岛 ， 可 以 用 三 进 数 的 知识 ， 来 解 
决 这 个 新 的 问题 。 

我 们 规定 八 位 的 三 进 数 ， 从 它 的 最 高 位 起 ， 前 4 位 表示 4 个 男人 ， 
后 4 位 从 高 到 低 依次 表示 上 述 4 个 男人 的 各 自 太 太 。 他 们 在 西岸 时 ， 用 
0 表示 ; 在 东 岸 时 ， 用 1 表示 ; 在 小 岛 时 ， 用 2 表示 。 依 题 意 ， 每 一 个 
八 位 数 在 第 奇 (或 偶 ) 数 步 不 能 重复 出 现 ( 否 则 ， 可 以 简化 ， 使 来 回 
划 动 的 次 数 进一步 减少 ) 。 

4 对 夫妇 最 少 要 有 17 次 的 航程 (共有 324 类 走 法 ) ， 才 可 以 实现 东 
渡 去 旅行 的 目的 。 
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00000000 

00000110 00100010 00000022 00020002 (1) 
00000010 00000002 (2) 
00000212 ”00020012 00000112 00100012 00000222 G3) 
00000012 00000202 (4) 

00110012 ”00002212 00001212 00100212 01010202 ©3) 

O100012 00000212 00010202 (6) 

00102212 00110212 (7) 

00100212 (8) 

01110212 (9) 

01110222 00110212 (10) 

Gi 11110212 Om ial (11) 

01100112 11110222 11110202 ”01110212 10101212 (12) 

11110112 11111212 (13) 

11110212 11120112 01110112 11110012 ee (14) 


11110111 11111112 (15) 
11110011 01110111 11111122 11121112 (16) 
11111111 (17) 


过 河 问 题 可 以 用 演变 数 来 研究 它 。 但 它 不 像 九 连环 、 七 连环 、 栖 塔 
那样 ， 都 是 一 位 演变 数 ， 也 不 像 翻 杯 游戏 那样 ， 都 是 国定 的 若干 位 演变 
数 ， 而 是 既 有 一 位 演变 数 ， 又 有 多 位 演变 数 ， 位 数 不 同 的 演变 数 之 间 的 
变化 。 

对 于 这 一 类 过 河 问 题 ， 如 果 考 察 一 下 条 件 发 生变 化 时 ， 问 题 的 解决 
会 朝 什 么 方向 发 展 是 很 有 意义 的 。 显 然 ， 夫 妇 数 量 的 增加 会 使 问题 难于 
解答 ， 甚 至 不 可 以 解答 。 而 小 船 座位 的 增加 ， 或 者 中 间 有 一 个 可 以 暂 留 
的 小 岛 ， 那 么 却 可 以 大 大 降低 问题 的 难度 。 

如 果 河 中 没有 一 个 可 以 暂 留 的 小 岛 ， 那 么 在 商定 的 纪律 (任何 一 个 
女人 ， 在 和 自己 的 丈夫 分 开 时 ， 不 能 和 别人 的 丈夫 一 起 乘 船 或 留 在 岸 
上 ;任何 一 个 男人 ， 除 与 自己 的 妻子 外 ， 不 与 其 他 女人 一 起 乘 船 ， 也 不 
能 在 对 岸 有 别人 的 妻子 而 她 的 丈夫 不 在 场 时 向 对 岸 划 去 ) 不 变 的 情况 
下 ,使 用 只 有 两 个 座位 的 小 船 ， 两 对 夫妇 最 少 要 有 5 次 航程 ; 3 对 夫妇 
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最 少 要 有 11 次 航程 ; 4 对 夫妇 ， 渡 河 是 无 法 安排 的 。 如 果 改 用 最 多 可 
坐 3 人 的 小 船 ， 那 么 4 对 夫妇 最 少 要 有 9 次 航程 ，5 对 夫妇 最 少 要 有 11 
次 航程 ; 6 对 夫妇 ， 渡 河 是 无 法 安排 的 。 但 是 ， 如 果 改 用 最 多 可 坐 4 人 
的 小 船 ， 那 么 对 于 任意 数 对 的 夫妇 ， 渡 河 总 是 可 以 安排 的 。 

如 果 河 中 有 一 个 可 以 暂 留 的 小 岛 ， 那 么 使 用 只 有 两 个 座位 的 小 船 ， 
对 于 任意 数 对 夫妇 来 说 ， 渡 河 都 是 可 以 安排 的 。 


5 火柴 游戏 


,| 六 此 游戏 


火柴 游戏 是 我 国民 间 几 千年 前 流传 至 今 的 一 种 两 人 智力 游戏 。 这 个 
游戏 据说 源 于 中 国 南方 头 、 粤 一 带 的“ 翻 摊 ” ， 不 过 当时 是 用 “筷子 ” 
来 玩 的 ， 所 以 又 称 为 “筷子 游戏 ” 。19 世纪 传人 欧洲 ， 外 国人 称 之 为 
“ 尼 姆 ”(Nim) 。 尼 姆 是 “ 拿 ”"、“ 取 ”的 意思 。 目 前 比较 多 的 是 用 火柴 
棱 来 进行 这 类 拿 取 游戏 。 

这 个 游戏 是 把 大 干 根 火 柴 (或 别 的 东西 ， 如 和 包子 、 小 棒 、 石 子 等 ) 
分 成 几 堆 ， 挫 数 与 各 堆 火 柴 的 根 数 都 是 任意 的 。 然 后 由 甲 、 乙 两 个 人 轮 
流 拿 取 这 些 火 柴 。 每 次 可 在 其 中 任 选 一 堆 拿 取 ， 至 少 取 一 根 ， 至 多 取 全 
扒 ， 具 体 根 数 不 限 。 但 是 每 次 只 允许 在 一 堆 中 拿 取 ， 而 不 允许 同时 向 两 
堆 或 两 堆 以 上 拿 取 。 这 样 ， 双 方 轮流 ， 谁 能 最 后 一 次 拿 走 剩 下 的 火柴 
(或 者 说 ， 拿 到 最 后 一 根 火柴 ) ， 谁 就 获胜 。 

这 种 火柴 游戏 ， 以 分 成 3 堆 最 为 常见 。 我 国 北方 流行 的 名 称 为 “ 抓 
三 堆 ”， 南 方 粤 语 称 为 “ 拧 法 ”， 又 名 “ 翻 挫 ”。 国 外 称 它 为 Chinese 
Game of Nim， 或 者 Smple Game of Nim, 或 者 Fan Tan， 或 者 就 称 为 
Nim。Fan Tan 就 是 “ 翻 挫 ” ，Nim 就 是 “ 拧 法 ”。 这 些 都 暗示 了 这 种 游 
戏 源 于 中 国 册 。 

这 种 火 煤 游 戏 的 规则 十 分 简单 ， 但 是 制胜 的 规律 却 不 容易 发 现 。 长 
久 以 来 ， 人 们 在 反复 的 试验 中 寻找 着 制胜 的 规律 。 直 到 1901 年 ， 美 籍 
法 国 数学 家 布 顿 才 成 功 地 用 二 进 数 来 进行 分 析 ， 找 到 了 在 各 种 情况 下 ， 
都 能 判定 胜局 与 负 局 ， 以 及 在 胜局 的 情况 下 ， 如 何 拿 取 才 能 稳 操 胜 券 的 


四 罗 见 今 ，Nim 


从 古代 的 游戏 到 现代 的 数学 ， 自 然 杂 志 , 9 卷 1 期 ，63 ~ 67。 
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规律 。 

如 果 参 加 这 个 游戏 的 两 个 人 都 完全 不 懂 其 中 的 制胜 规律 ， 那 么 胜 负 
对 于 他 们 来 说 ， 仅 仅 只 能 是 赁 运气 而 已 。 但 是 ， 如 果 其 中 一 个 人 懂得 制 
胜 规律 ， 另 一 个 人 不 懂得 制胜 规律 ， 那 么 胜利 就 一 般 为 前 者 所 拥有 。 如 
果 两 个 人 都 熟知 其 中 的 奥妙 ， 那 么 一 般 来 说 ， 是 先 取 者 胜 还 是 后 取 者 
胜 ， 在 火柴 分 成 了 几 堆 ， 游 戏 开 始 之 前 就 已 经 确定 了 。 正 因为 如 此 ， 这 
个 游戏 对 他 们 来 说 ， 也 就 不 能 称 为 游戏 了 。 

现在 就 来 揭示 这 个 火柴 游戏 的 制胜 规律 。 

设 (o，5，c) 表示 3 堆 火 柴 的 根 数 分别 为 ，5，e 的 局 势 。 如 果 
我 方 拿 取 之 后 留 给 对 方 的 局 势 ， 将 通 使 对 方 失败 ， 那 么 这 是 留 给 对 方 于 
我 方 有 利 的 局 势 ， 称 为 有 利 局 势 。 否 则 ， 就 是 留 给 对 方 于 我 方 不 利 的 局 
势 ， 称 为 不 利 局 势 。 玩 火柴 游戏 ， 就 是 要 想方设法 使 每 一 步 都 形成 有 利 
局 势 ， 这 样 才能 夺取 最 后 的 胜利 。 : 

那么 ， 什 么 样 的 局 势 是 有 利 局 势 呢 ? 显然 ，(0，0，e) 不 是 有 
利 局 势 ， 因 为 对 方 只 要 把 e 根 火柴 全 部 拿 取 就 可 以 获胜 了 。 容 易 知 
道 ，(0, 5, 5) 是 有 利 局 势 ， 因 为 不 论 对 方 在 某 一 堆 中 拿 取 多 少 
根 ， 我 方 只 要 在 另 一 堆 中 拿 取 同 样 多 根 ， 就 可 以 取得 最 后 的 胜利 。 
但 是 ， 当 5zc 时 ，(0, b,c) 是 不 利 局 势 ， 因 为 对 方 可 以 构成 两 堆 
根 数 相同 的 局 势 ， 使 我 方 失败 。 我 们 还 可 以 知道 ，(1,， 2，3) 是 有 
利 局 势 ， 因 为 无 论 对 方 如 何 拿 取 ， 我 方 都 可 以 把 它 变 为 两 堆 根 数 相 
同 的 有 利 局 势 。 

上 述 分 析 的 有 利 局 势 与 不 利 局 势 ， 有 什么 内 在 的 数学 规律 呢 ? 

把 每 一 堆 火 柴 的 根 数 用 二 进 数 表示 出 来 ， 然 后 利用 不 实行 进位 的 
加 法 分 别 算出 这 些 二 进 数 各 个 对 应 数位 上 “1” 的 个 数 。 如 果 所 求 各 
个 数位 上 “1” 的 个 数 都 是 偶数 ， 那 么 这 个 局 势 就 称 为 偶 式 局 势 。 否 
则 ， 只 要 其 中 有 某 一 个 数位 上 所 求 的 “1” 的 个 数 是 奇数 ， 就 称 为 奇 
式 局 势 。 

例如 ， 对 于 (0, 4, 6)， 有 
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进位 制 与 数学 游戏 
各 堆 火 柴 的 根 数 
十 进 数 二 进 数 
第 一 堆 0 2 0 
第 二 堆 4 a 100 
第 三 堆 6 一 110 
各 位 上 “1” 的 个 数 210 


所 以 (0, 4, 6) 是 奇 式 局 势 。 
又 如 ,对 于 (1, 2, 3) ， 有 


各 堆 火 柴 的 根 数 

十 进 数 二 进 数 
第 一 堆 1 = 1 
第 二 堆 2 一 1 0 
第 三 堆 3 2 1 1 
各 位 上 “1” 的 个 数 2 


所 以 (1，2，3) 是 偶 式 局 势 。 

我 们 指出 ， 在 局 势 (c，!，c) 中 ， 如 果 a,， 5 两 个 数 固 定 不 变 ， 那 
么 要 使 (a, b, c) 成 为 偶 式 局 势 ，c 就 能 且 仅 能 取 一 个 确定 的 数 。 这 
是 由 于 固定 不 变 的 a, 4 化 为 二 进 数 后 ， 在 它们 相应 数位 上 “1” 的 个 数 
也 是 固定 不 变 的 。 如 果菜 一 数位 上 “1” 的 个 数 是 偶数 ， 那 么 c 作为 二 
进 数 时 ， 这 一 相应 数位 上 的 数字 就 能 且 仅 能 为 “0”， 才 会 使 (a, 5b， 
c) 为 偶 式 局 势 ; 如 果 某 一 数位 上 “1” 的 个 数 是 奇数 ， 那 么 e 作为 二 进 
数 时 ， 这 一 相应 数位 上 的 数字 就 能 且 仅 能 为 “1”， 才 会 使 (a, b,c) 
为 偶 式 局 势 。 这 就 是 说 ，e 作为 二 进 数 是 唯一 确定 的 ， 进 而 作为 十 进 
数 也 是 唯一 确定 的 数 。 

由 于 二 进 数 有 着 上 述 这 种 特有 的 性 质 ， 因 而 任何 一 个 偶 式 局 势 ， 只 
要 任意 改变 其 中 一 堆 火 柴 的 根 数 ， 就 将 变 为 奇 式 局 势 ; 而 任何 一 个 奇 式 
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局 势 ， 总 可 以 适当 改变 其 中 某 一 堆 火 柴 的 根 数 ， 使 它 变 为 偶 式 局 势 。 
例如 ，(2，4，6) 是 偶 式 局 势 ， 不 论 改 变 2，4，6 中 的 哪 一 个 ， 都 
将 使 它 变 为 奇 式 局 势 。 这 在 化 为 二 进 数 后 可 以 看 得 更 为 明日 。 


各 堆 火 柴 的 根 数 
十 进 数 二 进 数 
第 一 堆 2 一 1 0 
第 二 堆 4 —> 100 
第 三 堆 6 一 110 
各 位 上 “1” 的 个 数 S00 


这 里 ,不 论 改变 2, 4, 6 中 的 哪 一 个 ， 都 将 引起 相应 数位 上 “1” 的 侦 
数 个 数 的 改变 。 以 第 二 扒 来 说 ， 寿 把 4 变 为 1， ah 


各 堆 火 柴 的 根 数 

十 进 数 二 进 数 
第 一 堆 2 一 10 
第 二 堆 1 一 1 
第 三 堆 6 = 110 
各 位 上 “1” 的 个 数 121 


现在 ， 帮 要 把 奇 式 局 势 (2,1,6) 变 为 偶 式 局 劳 ， 该 怎么 办 呢 ? 这 里 第 
一 、 二 堆 不 好 动 它 ， 从 第 三 堆 考虑 能 且 仅 能 使 它 变 为 二 进 数 11 ， 即 十 进 
数 3。 因 此 ， 把 6 变 为 3， 就 可 得 到 侦 式 局 势 (2,1,3)， 即 (1,2,3)。 

明白 了 上 述 道理 之 后 ， 就 比较 好 办 了 。 由 于 火 煤 都 取 完 之 后 ，(0， 
0,0) 是 偶 式 局 势 。 因 此 ， 我 方 如 果 每 次 拿 取 之 后 都 是 偶 式 局 势 ， 那 么 对 
方 只 能 造成 奇 式 局 势 。 这 样 偶 式 局 势 (0,0,0) 就 一 定 由 我 方 造成 。 因 此 
可 以 说 ， 偶 式 局 势 就 是 有 利 局 势 ， 奇 式 局 势 就 是 不 利 局 势 。 谁 在 拿 取 之 
后 造成 偶 式 局 势 ， 并 在 以 后 每 次 拿 取 之 后 均 继续 造成 偶 式 局 势 ， 谁 就 一 
定 获 胜 。 反 之 ， 面 对 偶 式 局 势 的 人 ， 只 要 对 方 不 出 差错 ， 他 就 只 能 造成 
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奇 式 局 势 而 导致 失败 。 
甲 方 在 拿 取 之 后 造成 偶 式 局 势 ， 不 管 乙 方 如 何 拿 取 ， 总 要 破坏 这 个 
结果 ， 而 甲 方 总 可 以 恢复 它 ， 直 到 取得 胜利 。 
下 面 把 “ 抓 三 堆 ” 火 柴 游 戏 的 部 分 偶 式 局 势 ( 即 有 利 局 势 ) 列 出 
如 下 : 
(0,1,1), (0,2,2), (0,3,3), (0,4,4), (0,5,5) 
(1,2,3), (1,4,5), (1,6,7), (1,8,9), (1,10,11) 
(2,4,6), (2,5,7), (2,8,10), (2,9,11), (2,12,14) 
(3,4,7), (3,5,6), (3,8,11), (3,9,10), (3,12,15) 
(4,8,12), (4,9,13), (4,10,14), (4,11,15), (4,16,20) 
(5,8,13), (5,9,12), (5,10,15), ($5,11,14), (5,16,21) 
(6, 8,14), (6,9,15), (6,10,12), (6,11,13), (6,16,22) 
(7, 8,15), (7,9,14), (7,10,13), (7,11,12), (7,16,23) 
(8,16,24), (8,17,25), (8,18,26), (8,19,27), (8,20 ,28 ) 
(9,16,25), (9,17,24), (9,18,27), (9,19,26), (9,20,29) 
这 里 的 通 式 是 : (1, 2i, 2i+1), (2, 41+1, 4t:+3), (3, 4:1+1, 
41+2)，(2, 4i1, 4t+2),，(3, 4:，4t +3) 等 ， 其 中 , i 为 正 整 数 。 
可 以 指出 ， 土 述 制 胜 规律 不 仅 适 用 于 “ 抓 三 堆 ” 火 柴 游戏 ， 而 且 
对 4 堆 、5 堆 …… 的 火柴 游戏 也 是 适用 的 。 例 如 ，(4, 6, 7，9) 是 奇 
式 局 势 。 这 可 由 下 面 看 出 : 


各 堆 火 柴 的 根 数 

十 进 数 二 进 数 
第 一 堆 4 = 100 
第 二 堆 6 = 110 
第 三 堆 7 一 111 
第 四 堆 9 一 1001 
各 位 廿 “1” 的 个 数 1322 
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这 时 如 果 由 甲 先 拿 取 ， 那 么 他 只 能 将 9 变 为 5 ( 即 二 进 数 101) ， 得 
到 了 侦 式 局 势 (4, 6, 7,，5)。 接 着 ， 由 乙 不 管 怎样 拿 取 ， 都 只 能 得 到 
奇 式 局 势 。 读 者 可 以 自行 尝试 下 去 ,看 看 是 不 是 甲 必 胜 无 疑 。 

通过 上 面 的 分 析 ， 已 经 弄 清 了 火柴 游戏 的 制胜 规律 。 但 是 ， 在 判定 
偶 式 局 势 或 奇 式 局 势 时 ， 要 先 把 每 一 堆 火 柴 的 根 数 化 为 二 进 数 ， 然 后 再 
算出 各 个 数位 上 的 “1” 的 个 数 。 当 火柴 的 根 数 较 大 时 ， 这 是 颇 为 脉 烦 
的 。 为 了 使 计算 简便 ， 我们 找 出 了 一 种 相抵 的 办 法 ， 来 判定 偶 式 局 势 或 
奇 式 局 热 。 

把 每 一 堆 火 柴 的 根 数 ， 从 2 的 最 高 次 的 客 开 始 考 虑 ， 分 析 为 奋 干 个 
2 的 不 同 指数 的 寡 的 和 。 例 如 , 4 =4，13 =8 +4 +1 等 ， 而 不 能 分 析 为 
4=2+2，13 =4+4+4+1 等 。 这 样 ， 每 一 堆 所 分 析 的 2 的 寡 各 不 相同 ， 
当 各 堆 所 分 析 的 2 的 寡 都 能 够 彼此 相抵 时 ， 就 是 偶 式 局 势 。 否 则 ， 属 于 
奇 式 局 势 。 例 如 ,在 (4,9,13) 中 ,4，9，13 所 分 析 的 2 的 容 : 4，8 + 
1，8+4+1， 是 能 够 相抵 的 。 因 此 ，(4,9,13 ) 是 偶 式 局 势 。 又 如 ， 在 
(4,12,13,14) 中 , 4，12，13，14 所 分 析 的 2 的 寡 : 4，8 +4，8 +4+ 
1，8 +4 +2， 是 不 能 相抵 的 。 因 此 ，(4 ,12 ,13 ,14) 是 奇 式 局 势 。 这 时 右 
要 变 为 偶 式 局 势 ， 考 虑 到 相抵 后 ， 疝 留 下 8，1，2。 这 样 在 第 四 堆 中 拿 
去 9=8+1 后 , 剩 下 5=4+1， 便 可 构成 偶 式 局 势 (4,12,13 ,5 ) 。 

这 种 相抵 的 办 法 是 根据 二 进 数 的 表示 法 而 想 出 来 的 。 例 如 ，13 = 
1101 ， 即 13 =2 +2- +2 =8+4+1。 这 样 ， 各 堆 所 分 析 的 2 的 宕 ， 
如 果 能 够 相抵 ， 其 实质 上 也 就 是 每 一 数位 上 的 “1” 是 能 够 成 双 的 。 因 
此 ， 能 够 相抵 就 成 为 偶 式 局 势 ， 如 果 不 能 相抵 ， 其 实质 上 就 是 至 少 有 某 
一 数位 上 的 “1” 是 不 能 成 双 的 ， 因 此 ， 不 能 相抵 就 成 为 奇 式 局 势 。 

在 火柴 游戏 中 ， 如 果 开 始 时 ， 堆 数 很 多 ， 则 可 以 随便 拿 取 ， 到 了 一 
定时 候 ， 先 取得 有 利 局 势 ( 偶 式 局 势 ) 的 人 ， 将 获得 胜利 。 

在 火柴 游戏 中 ， 如 果 规 定 谁 最 后 一 次 拿 取 剩 下 的 火柴 (必然 是 一 
根 ) ， 谁 就 算 失 败 的 话 ， 那 么 其 取胜 秘诀 如 何 呢 ? 它 的 取胜 秘诀 与 上 述 
规律 没有 很 大 的 不 同 。 像 (2，2) ，(1，2，3) 等 偶 式 局 势 仍 是 属于 有 
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利 局 势 ， 只 是 在 最 后 几 步 的 取 法 上 稍 作 改变 即 可 。 

把 每 一 堆 火 柴 的 根 数 均 为 1 的 局 势 ， 称 为 全 么 局 势 ; 否则 称 为 非 全 
么 局 势 。 

在 火柴 游戏 中 ， 帮 规定 最 后 取 完 火柴 者 为 败 ， 则 先 取 者 甲 拿 取 之 后 
留 给 乙 逼 使 乙 失败 而 获胜 的 有 利 局 势 是 且 一 定 是 : @ 非 全 么 偶 式 局 势 ; 

而 ， 他 全 么 奇 式 局 势 。 

对 于 中 非 全 么 偶 式 局 势 ， 容 易 知 道 : 它 不 可 能 是 (4a) 或 (a,1) 或 (a,1， 
1)… 或 (a,1,…,1)， 其 中 ，a 宇 2。 因 为 后 者 一 定 是 奇 式 局 势 ， 这 是 由 于 
当 a 用 二 进 数 表 示 时 ， 除 右 起 第 一 位 外 ， 总 还 有 某 一 位 上 的 数 是 “1 ， 
它 是 不 能 成 双 的 。 于 是 ,在 开始 阶段 ， 乙 只 能 使 山 非 全 么 偶 式 局 势 变 为 
柯 式 局 势 。 随 者 双方 轮流 合 取 ， 扒 数 越 来 越 少 ， 各 堆 根 数 越 变 越 小 ， 于 
是 在 经 历 符 干 回 合 之 后 ， 就 一 定 会 出 现在 乙 拿 取 之 后 ， 呈 现 的 是 如 下 的 
非 全 么 奇 式 局 势 之 一 : (a) 或 (a,1) 或 (a,1,1)… 或 (a,1,…,1)， 其中, a 
二 2。 对 此 ， 甲 就 可 造成 双全 么 奇 式 局 势 (1) 或 (1,1,1)… 或 (1,1,…,1) 给 
乙 ，1 有 奇数 个 ， 让 乙 拿 取 ， 甲 显然 可 以 将 最 后 1 根 留 给 乙 而 获胜 。 

在 火柴 游戏 中 ， 先 取 者 甲 拿 取 之 后 ， 如 果 留 给 乙 的 不 是 (D 非 全 乏 偶 
式 局 势 ， 或 凶 全 么 奇 式 局 势 ， 那 么 只 能 是 非 全 么 奇 式 局 势 ， 或 全 么 偶 式 
局 势 。 对 此 ， 仿 照 前 面 的 论述 ， 乙 总 可 以 把 它 变 为 中 非 全 么 偶 式 局 势 或 
@ 全 么 奇 式 局 势 ， 而 使 甲 失败 。 


和 2 变 式 火柴 游戏 


火柴 游戏 可 以 有 几 种 变 式 ， 现 介绍 如 下 : 
逼 子 游 戏 
”可 以 用 围棋 盘 与 围棋 子 〈 或 象棋 盘 与 象棋 子 ) 来 玩 通 子 洲 戏 。 例 
如 ， 黑 白 围 棋子 各 取 3 枚 ， 如 图 5-1 (a) 所 示 ， 布 置 在 围棋 盘 上 。 一 
方 执 肢 ， 妨 一 方 执 日 ， 轮 流 走 子 。 走 子 的 规则 是 : 一 次 只 能 沿 横 线 走 一 
枚 子 ， 进 退 均 可 ， 最 少 要 走 一 步 〈 不 能 不 走 ) ， 所 走 的 步 数 不 限 ， 但 不 
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得 超越 对 方 的 棋子 。 当 一 方 《如 黑 方 ) 的 模子 被 逼 成 图 35-1 (b) 所 示 
的 式样 ， 而 且 轮 到 该 方 走 子 时 ， 由 于 无 子 可 走 ， 即 作为 负 。 


暑 中 国 脑 面 攻 本 加 机 夯 硬是 画 戎 男 相 入 昌 上 -48 届 男 国 喜 而 医 男 厦 国 殴 回国 而 克 是 国 
屯 碌 匡 阳 本 图 现 画 轩 画 圈 曾 艺 区 本 帅 本 只 42 也 二 加 置 要 汉 区 测 击 六 剖 加 聊天 怕 罗 
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图 5-1 


从 表面 十 看 ， 这 是 又 一 种 游戏 。 但 是 其 实质 与 火柴 游戏 并 没有 两 
样 ， 只 不 过 这 里 每 一 堆 的 火柴 根 数 变 为 每 一 行 交点 的 个 数 。 如 图 5-1 的 
晕 子 游戏 ， 实 是 火柴 游戏 (13,15 ,17)。 
十 格 三 子 棋 


图 5-2 


在 成 一 模 列 的 有 10 个 方 格 的 某 几 个 方 格 里 ， 随 意 放 上 3 枚 模子 
(允许 将 几 枚 模子 放 在 同一 方 格 内 ) 。 两 方 轮流 按 从 右 向 左 的 方向 任 选 
其 中 一 枚 棋子 走 到 任 一 个 方 格 中 〈 只 能 前 进 ， 不 能 不 动 或 后 退 ) 。 走 棋 
子 时 ， 可 以 跳 过 别 的 棋子 ， 也 可 以 走 在 有 棋子 的 方 格 内 。 谁 最 后 把 一 枚 
棋子 走 到 最 左边 的 方 格 内 ， 使 对 方 无 法 可 走 ， 谁 就 获胜 。 

从 表面 上 看 ， 这 是 又 一 种 游戏 。 但 是 其 实质 与 火柴 游戏 并 没有 两 样 
只 不 过 这 里 每 一 堆 的 火柴 根 数 变 为 每 一 枚 模子 可 走 的 方 格 数 。 如 图 5-2 的 
十 格 三 子 横 ， 实 是 火柴 游戏 (3,7,8) 。 另 外 ， 容 易 知道 ， 十 格 三 子 模 的 格 
子 数 可 以 推广 ,模子 数 也 可 以 推广 。 这 就 留 给 读者 来 进行 了 。 

斗法 游戏 
el To [ol | el | 


图 5-3 


在 成 一 横 列 的 十 几 个 方 格 里 ( 方 格 数 可 以 任意 画 定 )， 随 意 挑选 蘑 
几 个 方 格 ,在 这 些 方 格 里 各 放 上 一 枚 棋子 ， 每 一 个 方 格 所 放 的 棋子 都 不 
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超过 一 枚 (图 5-3)。 随 后 ， 两 方 轮流 按 从 右 回 左 的 方向 任 选 其 中 一 枚 棋 
子 向 前 走动 (只 能 前 进 ,不 能 不 动 或 后 退 )。 走 棋子 时 ， 不 能 走 到 有 棋子 
的 方 格 内 ， 也 不 能 跳 过 别 的 棋子 。 谁 走 后 使 对 方 无 法 可 走 ， 谁 就 获胜 。 

从 表面 上 看 ， 这 是 又 一 种 游戏 。 但 是 其 实质 与 火柴 游戏 并 没有 两 
样 ， 只 不 过 这 里 每 一 堆 的 火柴 根 数 变 为 ， 从 右边 开始 ， 第 一 枚 棋子 与 第 
二 枚 棋子 之 间 的 空格 数 ， 第 三 枚 棋子 与 第 四 枚 棋子 之 间 的 空格 数 ， 以 此 
类 推 。 如 图 斗法 游戏 ， 实 是 火柴 游戏 (4，1 ，2)。 注 意 ， 这 里 不 考虑 
紧邻 的 诸如 第 二 枚 棋子 与 第 三 枚 棋子 之 间 的 空格 数 。 因 为 对 于 这 类 情 
况 ， 对 方 把 前 一 枚 棋子 向 前 移动 几 步 ， 我 方 只 要 移动 跟 对 方 移动 紧邻 的 
那 枚 棋子 ,“ 亦 步 亦 趋 ”就 可 以 了 。 

棋盘 游戏 

在 8 x8 棋盘 上 任意 摆 放 3 枚 棋子 A，B，C (图 5-4) 。 甲 乙 两 个 人 
按 第 头 所 示 的 顺 时 针 方 向 轮流 将 棋子 朝 M 处 移动 ， 每 人 每 次 可 以 将 其 
中 任 一 棋子 移动 任意 格 。 当 所 有 棋子 都 移动 到 M 处 就 算 结 束 ， 且 最 后 
一 个 将 棋子 移动 到 M 处 者 为 胜 。 若 甲 先 行 ， 甲 有 必 胜 策 略 吗 ? 


A 

B 
58 > 1 11010 
各 位 上 “1” 的 个 数 1 221 12 
奇偶 偶 奇 奇偶 
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这 里 ， 棋 子 A，B，C 分 别 移动 9，21 ，58 步 可 以 到 达 M 处 。 这 样 ， 
甲 面 对 的 局 势 为 (9,21,38 ) 。 由 右 侧 计算 可 以 知道 ， 这 是 奇 式 局 势 。 于 
是 ， 甲 先行 ， 甲 可 将 棋子 C 移动 100000, =- 100, +10 =30 步 ， 使 之 
再 移动 11100,， = 28 步 可 以 到 达 M 处 ， 也 就 是 说 变 为 有 利 局 势 (9， 
21，28) ， 甲 可 获胜 。 

象棋 游戏 
图 5-5 是 一 盘 象 棋 残 局 。 如 果 由 黑 方 先 走 ， 该 怎么 走 才 会 获胜 呢 ? 


国 症 而 总 必 痪 画 攻 
加 


这 是 “ 双 炮 禁 双 炮 ” 的 闽 宫 棋局 ， 原 载 于 《人 竹 香 帝 象 戏 谱 》 一 - 书 
中 ， 它 与 火柴 游戏 有 异曲同工 之 妙 。 

按照 中 国 象 棋 的 规则 ， 把 对 方 北 死 〈 无 法 动弹 ) ， 也 算 取 得 胜利 。 
这 盘 棋 双方 的 炮 都 不 能 离 行 ， 允 近 将 ( 帅 ) 旁边 的 兵 ( 卒 ) 也 不 该 移动 ， 
否则 必 输 无 疑 。 因 此 双方 只 有 炮 与 边 兵 (人 浴 ) 可 动 。 中 路 两 炮 相 阳 4 个 
空位 ， 边 上 两 炮 相 隅 6 个 空位 ， 边 上 的 兵 ( 鞭 ) 相 隔 2 个 空位 ， 但 实际 上 
只 能 走 一 步 〈 否 则 将 被 对 方 吃 掉 ) 。 因 此 ， 如 果 把 可 移动 的 空位 当成 火 
柴 的 根 数 的 话 ， 那 么 这 种 棋局 ， 相 当 于 初始 状态 为 (1,4,6) 的 火柴 游 
戏 。 这 不 是 一 个 有 利 局 势 ， 黑 方 先 走 ， 如 果 第 一 步 走 “ 炮 七 进 一 ” ， 就 
= 
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可 以 稳 操 胜 券 。 因 为 这 时 的 状态 (1,4,5) 已 是 一 个 有 利 局 势 了 。 

Nim 规则 简单 ， 但 是 取胜 困难 ， 因 而 被 人 们 称 为 “游戏 中 的 皇后 ”。 
1901 年 ， 美 籍 法 国 数学 家 布 顿 用 一 种 精巧 的 分 析 方 法 ， 找 到 了 一 个 非 
常 简单 的 原则 。 于 是 ， 古 代 的 游戏 变 成 了 一 个 漂亮 的 数学 问题 的 解 。 但 
是 ， 作 为 一 种 游戏 却 被 完全 破坏 了 。 因 为 如 果 双 方 都 知道 了 这 个 原则 ， 
游戏 胜 负 一 望 即 知 ， 也 就 索然 无 味 了 。 但 是 ， 这 一 下 可 惹恼 了 一 位 丹麦 
的 科学 家 和 发 明 家 皮特 : 海 因 (Piet Hein ) ， 他 决心 恢复 Nim 作为 数学 
皇后 的 古老 尊严 ， 到 19 世纪 50 年 代 ， 终 于 大 功 告 成 。 他 把 Nim 的 规则 
改进 成 为 一 种 新 的 Nim ， 既 保留 了 游戏 规则 的 简易 性 ， 又 使 布 顿 发 现 的 
制胜 原则 对 这 个 新 的 Nim 失效 。 上 皮特. 海 因 的 新 规则 由 加 德 纳 
(Cardner) 写成 文章 发 表 在 《科学 的 美国 人 》 上， 并 收入 他 的 一 本 关于 
数学 谜 题 与 游戏 的 书 中 。20 多 年 来 ， 数 学 家 企图 破解 这 一 新 的 Nim， 尺 
力 寻 找 一 个 一 般 的 制胜 原则 。 但 是 ， 至 今 没有 成 功 。 

由 于 数学 家 的 介入 ，Nim 已 成 了 斗智 的 战场 ， 更 重要 的 是 随 着 对 策 
论 、 图 论 和 组 合 数 学 的 发 展 ， 当 人 们 用 新 的 眼光 观察 Nim 时 ， 它 已 作为 
一 种 数学 模型 给 人 以 新 的 启迪 ， 于 是 Nim 升格 了 。 在 18 世纪末， 组 合 
数学 家 穆 尔 (Moore) 提出 了 一 种 己 阶 Nim 成 为 图 论 Nim 型 对 策 第 三 定 
理 的 重要 例子 。 法 国 数学 家 伯 格 (Berge) 在 他 1962 年 版 的 《图 论 及 其 
应 用 》 中 ， 有 一 章 主要 就 是 研究 “Nim 型 对 策 ”。 贝 尔 热 在 书 中 说 ,为 
了 纪念 这 个 人 们 所 熟悉 的 游戏 所 定义 的 数学 ， 把 广义 的 Nm， 命 名 为 
“Nim 型 对 策 ”。 

双人 博弈 往往 对 某 一 方 有 利 ， 因 此 人 们 用 各 种 限制 来 取消 这 种 优 
势 。 例 如 ， 修 改 比赛 规则 (如 围棋 中 改变 贴 目的 多 寒 ) ， 还 可 以 采用 随 
机 的 方法 〈 如 掷 仍 子 来 确定 谁 先 拿 取 ) 。 这 类 “随机 博弈 ”究竟 对 谁 有 
利 往往 与 概率 (机 会 ) 有 关 。 
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在 日 常生 活 中 ， 有 时 需要 查 清 配 对 。 例 如 ， 开 关 与 电灯 的 
配对 ， 电 缆 两 涉 电 线 的 配对 等 。 配 对 游戏 是 与 生活 密切 相关 的 
游戏 ， 既 能 够 解决 日 第 生活 中 的 实际 问题 ， 又 有 着 开动 脑筋 进 
行 思考 的 游戏 乐趣 。 


| 二线 开关 游戏 


这 里 ， 请 大 家 先 看 这 样 的 一 道 问题 : 

礼 咎 里 有 12 芍 电 灯 ，12 只 拉线 开关 。 如 有 果 一 次 可 以 拉动 一 根 或 几 
根 拉线 ， 那 么 最 好 的 办 法 是 怎样 拉动 ， 拉 动 几 次 ， 就 能 知道 哪 只 开关 与 
哪 蔓 电灯 配对 【〈 即 分 清 哪 只 开关 管 哪 长 电 灯 )7? 

这 个 问题 ， 要 是 采用 拉动 一 只 只 拉线 开关 的 办 法 ， 要 拉动 11 次 ， 
才能 保证 达到 目的 〈 当 只 剩 下 1 稚 电 灯 ，1 只 拉线 开关 时 ， 不 用 拉 就 知 
道 : 这 只 开关 是 管 这 荔 电 灯 的 )。 但 是 ， 这 样 拉动 的 次 数 太 多 ， 其 实 只 
要 拉动 4 次 ， 就 一 定 可 以 达到 目的 。 现 在 用 二 进 数 的 知识 来 解决 这 个 问 
题 。 大 家 知道 ， 每 只 拉线 开关 不 外 两 种 情况 ， 要 人 么 不 拉动 , 用 “0” 表 
示 ; 要 人 么 拉动 ， 用 “1” 表 示 。 这 里 先 将 拉线 开关 排序 ，12 只 拉线 开关 
依次 编号 为 CD25XEXDBXO9WWWW， 并 用 四 位 二 进 数 进行 如 表 6-1 
的 编码 9。 


@ 对 于 编码 ， 人 们 习惯 从 左 到 右 ， 规 定 它 的 位 序 。 这 样 做 是 有 不 少 方便 的 。 
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表 6-1 
四 位 二 进 数 编码 
第 一 位 第 二 位 第 三 位 第 四 位 


就 沁 司 
eeeeceeeeeeeoe 共 间 革 


一 OO OO OO OO OO OO OO OO 


DO DPDDm OD OO 


pO DD OO OO 
= OO- OO~ OO 一 OO 


另外 ， 在 拉线 开关 拉动 的 情况 下 ， 每 蕊 电灯 也 不 外 有 两 种 变化 
情 训 出， 要 么 不 变 ， 用 “0” 表 示 ; 要 么 变动 (由 亮 变 暗 ， 或 者 由 暗 
变 亮 ) ， 用 “1” 表 示 。 现 在 将 电灯 排序 ，12 萤 电 灯 依 次 编号 为 
ODOdoOOGO0d。 这 一 组 编号 不 管 它 与 拉线 开关 的 编号 
是 否 相同 。 

接着 ， 在 上 表 6- 1 四 位 二 进 数 编码 中 ， 将 第 一 位 为 “1” 的 开关 ， 
即 CBXX0 人 进行 第 一 次 拉动 ， 这 时 有 4 芒 电 灯 的 亮 瞳 有 了 变化 ; 第 二 位 
为 “1” 的 开关 ， 即 GCC 进行 第 二 次 拉动 ， 这 时 有 4 蕉 电灯 的 亮 瞳 
有 了 变化 ; 第 三 位 为 “1” 的 开关 ， 即 @@@@@0@H 进 行 第 三 次 拉动 ， 
这 时 有 6 车 电灯 的 亮 暗 有 了 变化 ; 第 四 位 为 “1” 的 开关 ， 即 GDG)CO 
OD 进行 第 四 次 拉动 ， 这 时 有 6 化 电灯 的 亮 瞳 有 了 变化 。 在 每 一 次 拉动 


全 ”从 考察 每 蔓 电 灯亮 暗 的 变化 情况 人 手 ， 不 同 于 单纯 考察 每 蓝 电 灯 的 亮 与 暗 ， 它 
并 不 要 求 开 始 时 所 有 的 电灯 都 是 关 着 的 或 者 亮 着 的 ， 也 不 要 求 开 关 拉 动 后 需要 再 拉 回 原 
来 的 状态 。 这 样 操作 简便 ， 且 有 较为 广泛 的 适用 性 。 
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中 ， 把 每 区 电 灯亮 暗 的 变化 情况 都 登记 起 来 。 然 后 ， 再 来 确定 电灯 与 拉 
线 开关 的 对 应 关系 。 举 个 例子 来 说 ， 我 们 登记 得 到 了 表 6-2。 


SB 
SOOO008806900 


S8000800G0006 


由 于 一 只 拉线 开关 只 控制 一 玲 电 灯 ， 一 玲 电 灯 也 只 受 一 只 拉线 开关 
控制 ， 因 此 ， 我 们 可 以 按照 拉线 拉动 时 电灯 亮 暗 变化 的 情况 ， 确 定 对 应 
的 拉线 开关 。 例 如 ， 编 号 为 @ 的 电灯 ， 在 第 二 次 、 第 三 次 拉动 中 ,， 亮 上 暗 
有 了 变化 ,在 第 一 次 、 第 四 次 拉动 中 ， 亮 暗 没 有 变化 。 这 样 ， 它 相应 的 
四 位 二 进 数 编码 是 0110， 对 应 的 拉线 开关 是 @)。 同 理 ， 可 以 确定 其 他 
电灯 所 对 应 的 拉线 开关 ， 填 写成 上 表 最 右 端的 栏目 。 

把 这 个 问题 推广 到 一 般 情况 ， 是 不 难 解决 的 。 

现在 ， 我 们 关心 与 此 相关 的 另 一 个 问题 : 一 般 地 说 ， 对 于 nn 蕉 电 
灯 , 只 拉线 开关 最 少 要 拉动 多 少 次 才能 知道 哪 只 开关 管 哪 艺 电 灯 。 

我 们 先 看 最 简单 的 情况 。 当 只 有 1 元 电灯 ，1 只 拉线 开关 时 ， 显 
然 ， 不 用 拉 就 可 以 知道 : 这 只 开关 是 管 这 从 电灯 的 。 当 有 2 长 电 灯 ，2 
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只 拉线 开关 时 ， 我 们 只 要 拉 一 根 线 ， 就 可 以 知道 : 这 2 只 开关 分 别 是 管 
哪 巷 电灯 的 。 当 有 3 蕉 电灯 ，3 只 拉线 开关 时 ， 第 一 次 不 论 拉 动 一 根 或 
两 根 线 ， 均 不 能 解决 问题 ， 必 须 再 拉动 一 次 ， 才 能 解决 问题 。 

这 就 是 说 ， 当 n 八 电 灯 、z 根 拉线 时 ， 假 设 所 需 最 少 拉动 的 次 数 为 
所 nm ， 则 所 1) =0, f(2)=1, f(3) =2。 

当 n=4 时 ,不 妨 设 电 灯 原 来 都 是 关 着 的 ， 并 给 拉线 排序 。 第 一 
次 拉动 第 1，2 两 根 拉线 (不 必 再 拉 回 原来 的 状态 ， 下 同 ) ， 第 二 次 拉 
动 第 1，3 两 根 拉线 ， 则 第 1 ee “ 亮 ”、“ 有 上 暗 ”; 


i “ 亮 ”"、“ 亮 "; 第 3 根 拉线 对 应 的 电灯 
状态 是 “ 暗 ”、“ 亮 "; 第 4 根 拉线 对 应 的 电灯 状态 是 ， “ 瞳 ”、“ 瞳 ”。 
因此 f(4) =2。 


当 n=5 时 ,第 一 次 拉动 一 (或 四 ) 根 拉线 ， 那么 a 
n=4 情况 。 由 于 f 放 4) =2， 可 知 /(5) =3。 

这 样 一 一 列举 ， 太 过 烦琐 。 

我 们 知道 ， 开 关 拉 动 一 次 ， 可 给 出 2 个 一 位 二 进 数 0，1; 拉动 两 次 ， 
可 给 出 2 个 二 位 二 进 数 00，01，10，11; …… 拉动 上 次 ， 可 以 给 出 2 个 
天 位 二 进 数 ， 00….00 ，00….01，00…10，…，11.…10，11…11。 

因此 ， 拉 动 上 次 , 最 多 可 给 出 2 个 上 位 二 进 数 ， 使 它们 与 电灯 亮 暗 
的 变化 情况 相对 应 ， 即 可 区 分 出 2 芒 电 灯 。 因 此 ， 当 2 <n<2* 时 , 至 
少 就 应 拉动 上 +1 次 ， 才 能 解决 问题 。 反 之 ,由 2 <n<2*" ,考虑 到 nn 是 
正 整 数 ， 可 得 2 <n -1<2”， 进 而 取 其 对 数 得 ,klog, (n -1) <k+1， 
即 k= [logs(n -1)]。 这 就 是 说 , 若 2 <n<2*, 则 f(n) =k+1 = 
[log(n—1)] +1。 


人， 对 应 标签 签 游戏 


现在 请 大 家 看 尺 一 道 问 题 : 
为 了 在 河 的 两 岸 之 间架 设 电线 ， 有 个 电工 带 着 测试 占 ( 欧姆 表 或 蜂 
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鸣 器 ) ， 划 船 把 二 根 (n=3) 电线 拉 过 了 河 ， 准 备 接 到 对 岸 的 配 电 盘 
上 。 但 是 ， 他 在 原 岸 忘 了 在 线头 的 两 端 贴 上 对 应 的 标签 ， 结 果 造 成 了 接 
线 的 困难 。 请 问 ， 在 不 把 n 根 电线 重新 拉 回 原 岸 的 情况 下 ， 他 应 如 何 用 
最 少 的 过 河 次 数 来 完成 贴 上 对 应 标签 的 任务 ? 

为 了 完成 贴 上 对 应 标签 的 任务 ， 电 工 可 以 过 河 两 次 运用 二 进 数 编码 
分 3 个 此 又 来 完成 : 

(1) 在 对 岸 ， 当 为 奇数 时 ， 留 下 1 根 电 线 ; 当 n 为 偶数 时 ， 留 下 2 
根 电线 ， 而 把 其 余 的 电线 每 两 根 近 在 一 起 并 把 线头 接 通 。 接 着 ， 当 为 奇 
数 时 ， 取 有 =[log,(n 一 2)]+1; 当 m 为 偶数 时 ， 取 大 = [logz(m -3)] +1， 
将 带 来 的 标签 填 上 大 位 二 进 数 编码 下。 


然后 ， 带 着 测试 髓 及 标签 划船 回 原 晨 。 

(2) 在 原 岸 ， 利 用 测试 右 通 过 连通 与 否 来 找 出 对 岸 已 打 在 一 起 并 
接 通 线头 的 每 两 根 电线 ， 把 找到 的 各 对 电线 分 别 也 拧 在 一 起 〈 但 不 把 线 
头 接 通 ) 。 同 时 ， 将 每 一 对 电线 都 分 别 贴 上 写 有 天 位 二 进 数 编码 的 标签 
0…000 与 0…001，0…010 与 0…011，…《 即 每 一 对 电线 分 别 贴 上 右 起 
第 一 位 不 同 ， 其 他 各 位 均 相 同 的 大 位 二 进 数 编码 ) 。 另 将 无 法 连通 而 留 
下 的 1 根 或 2 根 电线 ， 贴 上 标签 A 或 分 别 贴 上 标签 A，B。 接 着 ， 将 贴 


中 当 n 为 奇数 时 ， 由 2“ <n -1<2°, 可 得 2*-! <n -2<2*, 进而 取 对 数 得 ， k-l< 
logz (nm -2) <k， 即 k=[logyp(n 一 2)] +1; 当 为 偶数 时 ， 由 2 ”<n-2<2*, 仿照 前 面 的 办 
法 ， 可 得 上 =[Llogz(nz-3)]+1。 


121 


的 数学 
进位 制 与 数学 游戏 


有 A 与 0…000，0…001 与 0…010，0…011 与 0…100，…， 每 两 根 电线 
的 线头 分 别 接 通 (但 不 必 把 线头 拧 在 一 起 ) 。 然 后 ， 再 带 着 测试 器 及 琵 
余 标 签 划 船 到 对 岸 。 

至 此 ， 可 知 电线 接 通 的 情况 如 下 : 


在 原 岸 接 通 在 对 岸 接 通 
A 与 0…000 0.…000 与 0…001 
0.….001 与 0..010 0…010 与 0:…011 


0:…011 与 0:…100 oo 

若 为 偶数 ， 则 还 留 B 没有 跟 其 他 电线 接 通 。 

(3) 在 对 岸 ， 对 于 留 有 1 根 的 电线 ， 贴 上 标签 A; 对 于 留 有 2 根 的 
电线 ， 先 利用 测试 器 找 出 无 法 与 其 他 电线 连通 而 与 原 岸 B 相应 的 电线 
( 贴 上 标签 B)， 而 留 下 的 另 一 根 电线 便 是 原 岸 的 A ( 贴 上 标签 A)。 接 
着 ,把 原先 接 通 的 线头 分 别 断 开 (但 仍 拧 在 一 起 ) ， 找 出 与 A 连通 的 电 
线 ， 贴 上 标签 0…000， 与 0…000 拧 在 一 起 的 电线 贴 上 标签 0…001 ; 找 
出 与 0…001 连通 的 电线 ， 贴 上 标签 0…010， 与 0…010 拧 在 一 起 的 电线 
贴 上 标签 0…011……: 这 样 一 直 找 下 去 ， 便 把 所 有 的 电线 都 区 别 开 来 了 。 

”这 里 提供 的 办 法 ， 是 具有 通用 性 的 办 法 。 

在 ， 顺 便 再 提供 一 种 解决 某 种 特殊 情况 的 办 法 。 当 n 为 “正三 角 
形 数 ”,， 即 n=1, 3, 6, 10, 15, 21, 28,，36, 45，…, t(t:+1) :2( 其 
中 ,， :为 正 整数 ) 时 ， 可 用 如 下 方法 进行 (这 里 以 n=10 为 例 ): 

(1) 在 对 岸 ， 用 跨 接线 把 10 根 电线 分 成 1 根 ，2 根 ，3 根 , 4 根 等 
4 个 组 ， 标 上 每 一 根 电线 的 组 别 。 然 后 ， 带 着 测试 器 及 标签 划船 回 
原 岸 。 

(2) 在 原 岸 ， 利 用 测试 器 通过 连通 与 否 来 找 出 每 一 根 电线 属于 对 
岸 的 哪 一 组 。 不 跟 其 他 电线 相通 的 电线 是 第 一 组 ， 贴 上 标签 1; 只 能 彼 
此 相通 的 两 根 电线 是 第 二 组 ， 贴 上 标签 2，3; 只 能 两 两 相通 的 3 根 电 
线 是 第 三 组 ， 贴 上 标签 4，5，6; 照 此 继续 办 理 下 去 ， 直 至 全 部 测试 完 
毕 。 然 后 ， 按 如 下 办 法 进行 第 二 次 分 组 : 
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6 配对 游戏 


第 一 次 分 组 法 


第 二 次 分 组 法 

分 组 的 结果 ， 使 得 第 二 次 分 组 的 每 一 组 内 的 电线 在 对 岸 分 属于 第 一 次 分 
组 的 不 同 的 组 。 同 时 ， 把 第 二 次 分 组 的 每 一 组 内 的 电线 用 跨 接 线 接 通 。 
然后 ， 再 带 着 测试 器 及 剩余 标签 划船 到 对 岸 。 

(3) 在 对 岸 ， 先 把 原先 用 路 接线 连接 的 电线 分 开 (但 所 标的 第 一 
次 分 组 的 组 别 不 要 变动 ) 。 接 着 ， 利 用 测试 器 仿照 前 面 的 办 法 ， 测 试 出 
每 一 根 电线 第 二 次 分 组 的 组 别 。 这 样 ， 每 一 根 电线 都 有 第 一 、 二 次 两 种 
组 别 。 由 于 每 一 根 电线 在 两 种 组 别 中 都 有 独特 的 位 置 ， 据 此 就 可 以 给 每 
一 根 电线 贴 上 标签 。 例 如 ， 第 一 次 分 在 第 三 组 、 第 二 次 分 在 第 二 组 的 电 
线 ， 肯 定 在 原 岸 的 标签 是 6， 因 此 这 边 也 应 贴 上 标签 6。 
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称 珠 问题 在 数学 游戏 和 智力 竞赛 中 经 常 遇 到 ， 有 的 还 是 
较 古 老 也 较 需 要 动脑 筋 的 问题 。 这 类 问题 ， 种 类 繁多 ， 构 思 
精巧 ， 解 法 独特 ， 对 发 展 智力 、 锻 炼 意志 、 解 决 实际 问题 有 
着 很 好 的 推动 作用 。 这 类 问题 的 主要 旨 趣 是 : 用 称 出 重量 的 
战 秤 (或 杆 秤 、 案 秤 、 磅 秤 、 电 子 秤 、 弹 赞 年、 健康 秤 、 地 
秤 等 )98 或 者 用 比较 轻重 的 天 平 〈 不 带 夸 码 ) ， 在 大 干 颗 珠 中 
至 少 称 量 几 次 ， 总 能 确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 
来 。 每 颗 真 珠 的 重量 〈 简 称 颗 重 ) 均 相 等 ， 而 伪 珠 是 指 其 形 
状 、 外 这 、 颜 色 与 真珠 无 异 ， 不 通过 秤 具 就 不 能 直接 辨认 出 
来 的 珠 。 这 类 问题 ， 通 常 是 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 (或 者 明确 混 
杂 一 对 伪 珠 ) 。 至 于 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 或 重 ， 有 的 已 知 ， 
有 的 未 知 。 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 一 般 只 要 求 找 出 伪 珠 即 
可 (为 避免 累 获 的 叙述 ， 以 后 一 般 把 这 类 问题 简 述 为 “ 找 
出 ”) ; 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 往 往 要 求 确定 是 否 混杂 有 伪 
珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 伪 珠 的 颗 重 ， 或 者 知道 
伪 珠 比 真珠 轻 或 重 〈 简 述 为 “确定 、 找 出 、 知 道 ”) 。 此 外 ， 
有 时 也 会 遇 到 伪 珠 有 者 干果 ， 需 将 它们 逐一 找 出 来 或 者 其 他 
类 型 的 问题 。 

现在 先 来 探讨 从 称 出 重量 入手 的 肛 秤 称 珠 游戏 。 以 后 还 将 
探讨 从 比较 轻重 人 手 的 天 平 称 珠 游戏 。 


中 在 人 民生 活 和 贸易 中 ， 质 量 习惯 称 为 重量 。 成 秤 ， 称 金 银 珠宝 或 中 药 等 小 物品 的 
释 ， 也 叫 有 殿 子 、 厘 避 。 杆 秤 ， 又 称 作 市 秤 。 磅 秤 ， 又 称 作 台秤 。 
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7 惑 竹 称 珠 游 戏 


] | 7 颗 珠 谈 起 


有 这 样 的 一 个 问题 : 在 7 颗 珠 中 ， 至 多 混杂 有 1 颗 伪 珠 。 真 珠 
的 颗 重 均 相 等 ， 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 。 此 外 ， 在 其 他 方面 看 不 出 
它们 的 区 别 。 现 有 一 杆 很 准 的 奈 秤 ， 在 下 列 条 件 下 ， 至 少 要 称 几 
次 ， 才 总 能 确定 是 和 否 混 杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 
伪 珠 的 颗 重 。 

(1) 已 知 真珠 的 颗 重 ; 

(2) 已 知 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 ，; 

(3) 只 知 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 。 

这 个 问题 ， 要 是 采用 一 颗 颗 用 威 秤 称 量 的 办 法 ， 要 称 7 次 ， 才 能 保 
证 达到 目的 。 但 是 ， 这 样 的 称 量 次 数 太 多 ， 我 们 只 要 称 3 次 ， 顶 多 4 
次 ， 就 一 定 可 以 “确定 、 找 出 、 知 道 ”。 

(1) 现在 ， 先 探讨 在 已 知 真 珠 颗 重 条 件 下 的 解决 办 法 。 

我 们 用 二 进 数 的 知识 来 解决 这 个 问题 。 把 7 颗 珠 分 别 编 上 序号 : 
DCOGGOOCGD， 并 配 以 三 位 二 进 数 编码 表示 如 表 7-1 所 示 。 

表 7-1 
三 位 二 进 数 编码 
第 一 位 第 二 位 


去 
JL 
波 


一 OO ~ © ~ © ~||ll 
[ey 


SS 
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好 玩 的 数学 
进位 制 与 数学 游戏 


然后 ， 从 编码 第 一 位 起 ， 遇 “0” 不 上 秤 称 ; 遇 “1” 上 秤 称 。 
这 样 ， 在 上 述 三 位 二 进 数 编码 中 ， 第 一 次 称 的 是 各 个 编码 第 一 位 为 
1” 的 珠 ， 即 加 3)@ 中 四 颗 球 ; 第 二 次 称 的 是 第 二 位 为 “1” 的 珠 ， 
0 ee he BI (D3)GS) 
(DO 四 颗 珠 。 每 称 一 次 ， 都 可 以 通过 计算 ， 求 出 每 颗 珠 的 平均 重量 
(简称 均 重 )。 

显然 ， 称 的 时 候 ， 有 的 重量 正常 〈 均 重 等 于 真珠 的 颗 重 ) ， 有 的 重 
量 不 正常 〈 均 重 不 等 于 真珠 的 颗 重 ) 。 根 据 3 次 称 量 的 结果 ， 总 能 “ 确 
定 、 找 出 、 知 道 ”。 例如 ， 称 3 次 ， 每 一 次 都 正常 。 由 于 没有 采用 三 位 
二 进 数 编码 000， 每 一 颗 珠 都 有 上 秤 称 过 。 因 此 ， 这 就 等 于 告诉 我 们 : 
没有 伪 珠 混杂 在 内 。 又 如 ， 称 三 次 ， 第 一 、 二 次 不 正常 ， 第 三 次 正常 。 
这 就 等 于 告诉 我 们 : 伪 珠 第 一 、 二 次 有 上 秤 称 ， 第 三 次 没 上 秤 称 。 也 就 
是 说 ， 伪 珠 的 三 位 二 进 数 编码 应 是 110。 由 于 上 述 与 110 相配 的 序号 是 
OO。 因 此 可 以 作出 判断 : @ 是 伪 球 。 然 后 ， 在 某 一 次 不 正常 的 重量 中 ， 
利用 已 知 的 真珠 颗 重 ， 总 能 算出 伪 珠 的 颗 重 。 

我 们 在 已 知 真 珠 颗 重 的 条 件 下 ， 当 7 颗 珠 至 多 混杂 有 1 颗 伪 珠 
时 ， 用 帮 秤 称 3 次 ， 圆 满 地 解决 了 “确定 、 找 出 、 知 道 ” 的 问题 。 
在 探讨 的 过 程 中 ， 我 们 也 知道 了 : 在 已 知 真 珠 颗 重 的 条 件 下 ， 当 ?7 
颗 珠 明确 混杂 有 1 颗 伪 珠 时 ， 用 虐 秤 称 3 次 ， 同 样 可 以 圆满 地 解决 
“ 找 出 ”的 问题 。 

(2) 其 次 ， 探 讨 在 已 知 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 的 条 件 下 (如果 伪 球 
的 颗 重 比 真 珠 重 ， 亦 可 作出 类 似 的 解答 ) ， 如 何 解决 这 个 问题 。 

沿用 前 面 的 办 法 ， 着 重 考虑 二 进 数 知识 的 运用 。 把 7 颗 珠 分 别 
编 上 序号 : DO 人 OOG@G， 并 配 以 如 前 所 示 的 三 位 二 进 数 编码 。 
接着 ， nas A rnt 次 ， 以 OGOG 称 第 二 次 
以 DBSD 称 第 三 ， 同 时 求 出 每 一 次 称 时 珠 的 均 重 的 基础 上 来 加 
以 考虑 。 

显然 ， 称 了 3 次 ,每 次 称 时 珠 的 颗 数 相同 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 
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珠 或 者 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 三 者 的 均 重 不 可 能 互 不 相等 (否则 ， 
伪 珠 的 颗 数 将 超过 一 颗 )。 这 样 ， 在 3 次 称 量 中 ,根据 其 中 一 次 或 
两 次 均 重 相对 较 轻 ， 另 两 次 或 一 次 均 重 相对 较 重 的 结果 ， 总 能 “ 确 
定 、 找 出 、 知 道 ”。 例 如 ， 称 3 次 ,第 一 次 均 重 相对 较 轻 ,第 二 、 
三 次 均 重 相对 较 重 。 这 就 等 于 告诉 我 们 : 伪 珠 第 一 次 有 上 秤 称 ， 第 
二 、 三 次 没 上 秤 称 。 也 就 是 说 ， 伪 珠 的 三 位 二 进 数 编码 是 100。 由 
于 上 述 与 100 相配 的 序号 是 @。 因 此 可 以 作出 判断 : 国 是 伪 珠 。 找 
出 伪 珠 之 后 ， 由 于 在 均 重 相对 较 重 的 哪 一 次 称 量 中 ， 每 一 颗 珠 都 是 
真珠 ， 因 而 珠 的 均 重 就 是 真珠 的 颗 重 ;进而 利用 真珠 的 颗 重 ， 在 均 
重 相对 较 轻 的 哪 一 次 称 量 中 ， 总 能 算出 伪 珠 的 颗 重 。 

还 有 ,在 3 次 称 量 中 ， 当 三 者 的 均 重 都 相等 时 ， 有 两 种 可 能 : 若 明 
确 混 杂 一 颗 伪 珠 ， 则 3 次 都 上 秤 称 过 的 @) 是 伪 珠 ， 但 真珠 、 伪 珠 的 颗 重 
未 明 ; 若 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 ， 则 人 @O 可 能 是 真珠 ， 也 可 能 是 伪 珠 ， 需 要 单 
独 将 @ 再 称 一 次 才能 确定 它 是 否 伪 珠 。 若 是 伪 珠 ， 进 而 也 就 知道 了 伪 珠 
的 颗 重 ， 接 着 利用 伪 珠 的 颗 重 ， 可 算出 真珠 的 颗 重 。 

至 此 可 以 得 到 : 在 已 知 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 ， 对 于 7 
颗 珠 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 右 秤 称 3 次， 总 能 找 出 伪 珠 〈 尽 
管 有 时 真珠 、 伪 珠 的 颗 重 未 明 ) ; 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 研 秤 
要 称 4 次 ， 才 总 能 确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道 
真珠 、 伪 珠 的 颗 重 。 

(3) 最 后 ， 探 讨 在 只 知 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 如 何 解 
决 这 个 问题 。 

在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 能 不 能 也 是 用 殿 秤 称 3 次 ， 在 
7 颗 珠 中 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 解 决 “ 找 出 ”的 问题 ?或 者 当 至 多 
混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 解 决 “确定 、 找 出 、 知 道 ”的 问题 呢 ? 对 于 前 者 ， 
我 们 的 回答 是 : 能 ， 不 过 较 复杂 一 些 罢了 ; 对 于 后 者 ,我 们 的 回答 是 : 
不 完全 能 ， 有 的 需要 再 称 一 次 才能 解决 问题 。 

仍然 仿照 前 面 的 办 法 ， 用 二 进 数 的 知识 来 探讨 这 个 问题 。 把 7 
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颗 珠 分 别 编 上 序号 : D@B@B@@`， 并 配 以 如 前 所 示 的 三 位 二 进 
数 编码 。 接 着 ， 在 前 面 确 定 的 以 由 四 @G 称 第 一 次 ， 以 OOG 称 
第 二 次 ， 以 DD@®@ 称 第 三 次 ， 同 时 求 出 每 一 次 称 时 珠 的 均 重 的 基 
础 上 来 加 以 考虑 。 

先 指出 一 个 规律 : 如 果 明 确 混 杂 一 颗 伪 珠 ， 且 两 次 称 时 珠 的 颗 数 相 
同 ， 那 么 ， 当 均 重 相等 时 ， 伪 珠 必 在 两 次 称 时 都 未 出 现 过 的 或 都 有 出 现 
过 的 之 中 ， 而 在 且 仅 在 其 中 出 现 过 一 次 的 均 为 真珠 ; 当 均 重 不 等 时 ， 伪 
珠 必 在 且 仅 在 两 次 称 的 某 一 次 中 出 现 ， 而 两 次 称 时 都 未 出 现 过 的 或 都 有 
出 现 过 的 均 为 真珠 。 例 如 到 ， 

[WIODI=4a, [OOOCD] =40， 
在 明确 混 林 一 颗 伪 珠 的 条 件 下 ， 当 a =b 时 , 伪 珠 要 么 是 未 上 秤 的 @， 
要 么 可 能 是 (OG@ 中 的 某 一 颗 ， 而 在 且 仅 在 其 中 出 现 过 一 次 的 CGOG 都 
是 真珠 〈 读 者 不 难 知 道 ， 若 CIG)X@ 中 的 某 一 颗 是 伪 珠 ， 就 不 可 能 均 重 
相等 ); 当 a 关 时 ， 伪 珠 就 只 能 是 CGO 中 的 某 一 颗 ， 而 中 以 及 (CO 
必 是 真珠 无 疑 。 

还 要 指出 另 一 个 规律 : 如 果 明 确 混杂 一 颗 伪 珠 ， 且 两 次 称 时 珠 的 颗 
数 不 同 ， 那 么 当 均 重 相等 时 ， 伪 珠 必 是 未 称 的 珠 ， 而 已 称 的 珠 均 为 真珠 
( 均 重 即 为 真珠 的 颗 重 ) ; 当 均 重 不 等 时 ， 伪 珠 必 是 已 称 的 珠 ， 而 未 称 
的 珠 均 为 真珠 。 例 如 ， 

[GO] =4c， [QED]=3%, 
在 明确 混杂 一 颗 伪 珠 的 条 件 下 ， 当 au =b 时 ， 伪 珠 必 在 未 称 过 的 人 G@) 之 
中 ， 而 已 称 过 的 CGOC 都 是 真珠 ; 当 a 关 时 ， 伪 珠 必 在 已 称 过 的 
OO 之 中 ， 而 未 称 过 的 (DG 都 是 真珠 。 
这 两 个 规律 可 以 列 成 表 7-2。 


@ 以 [@G@G@O] =4a 表示 称 量 @@@@ 时 ,质量 为 44a， 其 中 a 是 它们 的 均 重 。 其 他 
类 推 。 
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唯一 混杂 在 内 的 伪 珠 必 在 且 仪 在 两 次 
称 的 某 一 次 中 出 现 ; 两 次 称 时 都 未 出 
现 过 的 或 都 有 出 现 过 的 均 为 真珠 
唯一 混杂 在 内 的 伪 珠 必 是 已 称 的 珠 ; 
而 未 称 的 均 为 真珠 


唯一 混杂 在 内 的 伪 珠 必 在 两 次 称 时 都 
未 出 现 过 的 或 都 有 出 现 过 的 之 中 ; 在 
且 仅 在 其 中 出 现 过 一 次 的 均 为 真珠 
唯一 混杂 在 内 的 伪 珠 必 是 未 称 的 珠 ， 
而 已 称 的 均 为 真珠 


颗 数 
相同 


显然 ， 上 述 两 个 规律 ， 后 者 较为 直截了当 。 一 般 用 后 者 来 探讨 所 提 
出 的 问题 。 为 使 第 二 、 三 次 称 时 ， 珠 的 颗 数 与 第 一 次 不 同 ， 把 本 该 第 
二 、 三 次 上 秤 称 的 @ 拿 起 来 。 同 时 ， 在 第 一 次 称 [ 引 OOGO] =4a， 第 
二 次 称 [CGXOG] =32 之 后 ， 为 使 第 三 次 称 时 ， 珠 的 颗 数 与 第 一 、 二 次 
不 同 ， 第 三 次 只 宜 用 1 或 2 颗 珠 来 称 。 这 样 ， 已 经 拿 起 来 的 全 不 必 再 上 
秤 称 了 ; 已 经 断定 为 真珠 的 ， 也 可 以 根据 具体 情况 ,决定 是 否 再 上 秤 称 
( 即 第 三 次 称 的 只 能 是 GoXO 中 的 工 或 2 颗 ) 。 

现在 来 探讨 前 面 提出 的 问题 。 对 于 第 一 次 称 [L@@G@GO] =4a， 第 
二 次 称 [@@@)] =35， 当 a = 时，@GGOGOG 可 断定 为 真珠 ， 真 珠 颗 
重 为 c。 这 样 ， 第 三 次 称 时 ， 可 只 用 中 来 称 。 设 [由 ] =c。 若 azc, 说 
明 作 是 伪 珠 ， 伪 珠 颗 重 为 c。 若 a =c， 说 明 中 是 真珠 。 这 时 ， 当 明确 混 
杂 一 颗 伪 珠 时 ， 伪 珠 只 能 是 拿 起 来 的 归 ， 需 要 再 称 一 次 才能 知道 伪 珠 的 
颗 重 ; 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 拿 起 来 的 @) 可 能 是 伪 珠 ， 同 样 需要 再 称 
一 次 ， 并 与 真珠 颗 重 a 进行 比较 ， 才 能 确定 人 9 是 否 伪 珠 ， 进 而 知道 伪 珠 
的 颗 重 。 

当 az6b 时 ，QXB3) 可 断定 为 真珠 。 为 此 ， 第 三 次 称 时 ， 可 只 用 @@@? 
来 称 。 设 [@@|] =2d。 若 ac=d， 则 四 @G@G@ 都 是 真珠 ， 真 珠 颗 重 为 
a; 人 @ 是 伪 珠 ， 伪 珠 颗 重 为 32 -2d。 若 上 =d， 则 CGOCO 都 是 真珠 ， 真 
珠 颗 重 为 6; (9 是 伪 珠 ， 伪 珠 颗 重 为 4a -35。 基 ad,， bd， 则 加 是 
真珠 ， 伪 珠 在 X67?) 之 中 。 这 时 如 何 进 一 步 辨别 呢 ? 

这 里 @@ 只 在 第 一 、 二 次 出 现 ， 第 三 次 没有 出 现 。 若 @@ 是 伪 珠 ， 便 有 
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4a -30 =[dOOGO] -[@OO] =[@S] -[@] = 真珠 颗 重 ， 而 @(O 
是 真珠 ， 真 珠 颗 重 为 4。 因 此 ，4a -38 =d。 反 之 ， 当 4a -30 =d 时 ， 
有 2[GOOO] -2[@OO] = [GO] , 即 [@dO] -[O@G@] = [GO]。 
由 于 已 断定 人 人 约 为 真珠 ，@G@O 又 不 能 同 为 伪 珠 。 因 此 ， 只 能 @ 为 伪 珠 。 
总 之 ， 当 且 仅 当 4a -3 = d 时 ，(@) 为 伪 珠 ， 真 珠 颗 重 为 4&， 伪 珠 颗 重 为 
3b -2d。 注 意 : 当 acz 关 时 , 由 4ac -30=d， 可 知 a 关 d， 0 天 d。 因 此 ， 
不 必 再 注 明 ac 关 C&，2 天 d。 

同 理 可 以 断定 ， 当 且 仅 当 2a -d = 少时，@ 为 伪 珠 ， 真 珠 颗 重 为 5， 
伪 珠 颗 重 为 4a -32; 当 且 仅 当 3 -2a =d 时 ，(O 为 伪 珠 ， 真 珠 颗 重 为 
4a -35， 伪 珠 颗 重 为 4d -30。 

以 上 称 量 方案 ， 可 以 简明 地 综述 如 下 : 


Sie 则 @ 可 能 是 伪 珠 
[WD] =C 若 azc 则 是 伪 珠 
[@®OD] =40 a 则 @ 是 伪 珠 
[@G@O] -3 | orb 时 | 则 @@ 是 伪 珠 
[GOD] -2d 右 4a=3b+d 则 @ 是 伪 珠 
a 则 @ 是 伪 珠 
和 则 @ 是 伪 珠 


这 个 称 量 方案 可 以 让 我 们 在 7 颗 珠 中 ， 用 不 秤 称 3 次 ， 当 每 一 次 称 
量 的 均 重 不 全 相等 时 ， 找 出 混杂 在 内 的 唯一 的 一 颗 伪 珠 ， 知 道真 珠 、 伪 
珠 的 颗 重 ; 当 每 一 次 称 量 的 均 重 全 部 相等 时 ， 这 个 均 重 就 是 真珠 的 颗 
重 , 伪 珠 只 可 能 是 拿 起 来 的 仿 。 这 时 ， 若 明确 混杂 一 颗 伪 珠 ， 则 @@ 是 伪 
珠 ， 需 要 再 称 一 次 ， 才 能 知道 伪 珠 的 颗 重 ; 若 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 ， 则 也 
需要 再 称 一 次 ， 通 过 与 真珠 颗 重 的 比较 ， 确 定 @ 是 否 伪 珠 ， 进 而 知道 伪 
珠 的 颗 重 。 

如 果 拿 起 来 的 不 是 原 定 第 二 、 三 次 要 上 秤 称 的 @， 而 是 原 定 第 一 、 
三 次 要 上 秤 称 的 加 ， 那 么 还 可 以 得 到 如 下 的 称 量 方案 。 不 过 ， 当 名 可 能 
是 伪 珠 时 ， 仍 需要 再 称 一 次 才能 解决 问题 。 
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ee [ee 则 @ 可 能 是 伪 珠 
J 则 中 是 伪 珠 
[@OO] -3。 若 a=4 则 @ 是 伪 珠 


EOO =4b | 当 azb 时 车 b=d 则 人 是 伪 珠 


若 a=2b-d 则 念 是 伪 珠 

=2d 

0 若 3a=46b-d 则 人 @@ 是 伪 珠 
若 3a=2b+d 则 (是 伪 珠 


至 此 ， 人 们 可 能 会 问 : 是 否 有 着 另 一 个 称 量 方案 ， 在 伪 珠 的 颗 重 与 
真珠 不 同 的 条 件 下 ， 也 是 用 不 秤 称 3 次 ,在 7 颗 珠 中 总 能 “确定 、 找 
出 、 知 道 ” 呢 ? 我 们 的 回答 是 : 这 样 的 称 量 方案 是 不 存在 的 。 由 于 在 后 
面 的 论述 中 需要 涉及 这 样 的 结论 ， 因 此 ， 在 这 里 有 必要 谈 谈 不 存在 的 
理由 。 

假设 存在 这 样 的 称 量 方案 : 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 对 
于 7 颗 珠 ， 用 三 秤 称 3 次 ,总 能 “确定 、 找 出 、 知 道 ”。 那 么 ， 可 以 用 
三 位 二 进 数 编码 表示 之 。 其 中 ， 第 一 、 二 、 三 位 分 别 表 示 第 一 、 二 、 三 
次 称 的 珠 ， 不 上 秤 称 用 “0” 记 之 ， 上 秤 称 用 “1” 记 之 。 这 样 ， 表 示 
三 次 都 不 上 秤 称 的 三 位 二 进 数 编码 000 是 不 会 出 现 的 〈 和 否则 ， 当 它 是 伪 
珠 时 ， 由 于 都 没有 上 秤 称 ， 就 无 法 知道 它 的 颗 重 ， 需 要 再 称 一 次 才能 解 
决 问题 ) ，7 颗 珠 山 GoG@G， 能 且 仅 能 分 别 用 三 位 二 进 数 编码 
001，010, 011，100，101，110，111 来 表示 。 这 就 说 明 ， 第 一 次 称 
[GD] =4c， 第 二 次 称 [CG)OG] =45。 进 而 ,对 于 a = 这 种 情 
况 ，CG@ 是 真珠 ， 伪 珠 在 CC 之 中 。 这 样 ， 第 三 次 称 就 应 含有 中 
(CO 两 珠 〈 应 该 含有 由， 否则 人 将 成 为 000; 应 该 含有 GD， 否 则 (CO 就 没 
有 区 别 ; 不 能 再 含有 中 ， 否 则 无 法 区 别 (OGO) 。 不 论 第 三 次 称 时 珠 的 颗 
数 是 2，3， 还 是 4， 假设 称 得 的 均 重 为 c<， 当 azc 时 ， 都 会 出 现 : 中 可 
能 是 伪 珠 ，@ 也 可 能 是 伪 珠 ， 无 法 区 分 它们 。 因 此 ， 假 设 的 称 量 方案 是 
行 不 通 的 ， 也 就 是 说 它 是 不 存在 的 。 

至 此 ， 可 以 得 到 这 样 的 结论 : 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 
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对 于 7 颗 珠 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 威 秤 称 3 次 ， 总 能 找 出 伪 珠 
(知道 真珠 的 颗 重 ， 而 伪 珠 的 颗 重 有 时 未 明 ); 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 
用 威 秤 要 称 4 次 ， 才 能 确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道 
真珠 、 伪 珠 的 颗 重 。 

综 上 所 述 ， 在 3 种 不 同 的 条 件 下 ， 对 于 7 颗 珠 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 

时 ， 解 决 了 “ 找 出 ”的 问题 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ,解决 了 “确定 、 
找 出 、 知 道 ”的 问题 。 这 里 各 种 不 同 的 情况 ， 用 威 秤 称 的 次 数 ， 以 及 所 
能 解决 的 问题 存在 着 微妙 的 差异 。 这 里 ,“ 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 ”、 
多 混杂 一 颗 伪 珠 ” 是 最 为 宽松 的 条 件 ， 其 他 各 种 条 件 都 被 它 所 包容 。 因 
此 ， 在 其 他 各 种 条 件 下 的 称 量 次 数 及 其 所 能 解决 的 问题 ， 都 不 会 超过 在 
“ 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 "、“ 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 ” 条 件 下 的 称 量 次 数 及 其 
所 能 解决 的 问题 。 由 此 ， 特 别 要 明确 如 下 3 点 : 首先 ， 由 于 “明确 混杂 
一 颗 伪 珠 ” ， 都 可 以 作为 “至 多 混杂 一 颗 伪 珠 ” 来 对 待 ， 因 此 ， 在 同等 
条 件 下 ,， “明确 混 杂 一 颗 伪 珠 ” 的 称 量 次 数 及 其 所 能 解决 的 问题 ， 不 会 
超过 “至 多 混杂 一 上 颖 伪 球 ”的 称 量 次 数 及 其 所 能 解决 的 问题 。 其 次 ， 
由 于 “ 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 ” 包 含有 “已 知 真珠 颗 重 ”与 “未 知 真 
珠 颗 重 ” 两 种 情况 ， 因 此 ， 在 同等 条 件 下 ,“ 已 知 真珠 颗 重 ” 的 称 量 次 
数 及 其 所 能 解决 的 问题 ， 不 会 超过 “ 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 ” 的 称 量 
次 数 及 其 所 能 解决 的 问题 。 再 次 ， 由 于 “ 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 > ， 都 可 
以 作为 “ 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 ” 来 处 理 ， 因 此 ， 在 同等 条 件 下 ,“ 伪 
珠 的 颗 重 比 真珠 轻 ” 的 称 量 次 数 及 其 所 能 解决 的 问题 ， 不 会 超过 “ 伪 
珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 ”的 称 量 次 数 及 其 所 能 解决 的 问题 。 

细心 的 读者 可 能 在 比较 中 会 发 现 ， 对 于 7 颗 珠 ， 在 同样 是 “明确 混 
杂 一 颗 伪 珠 ” 的 前 提 下 ,“ 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 ” 与 “ 伪 珠 的 颗 重 与 真 
珠 不 同 ”， 两 者 共同 之 处 都 是 用 万 秤 称 3 次 ， 总 能 找 出 伪 珠 ， 伪 珠 的 颗 
重 未 必 都 能 知道 。 但 是 ， 前 者 真珠 的 颗 重 有 时 未 明 ; 而 后 者 真珠 的 颗 重 
却 都 能 知道 。 这 是 否 有 违 前 面 “ 不 会 超过 ”的 论述 呢 ? 这 里 必须 作 些 
说 明 ， 由 于 当 明 确 混 杂 一 颗 伪 珠 时 ， 一般 只 要 求 “ 找 出 ” 即 可 。 因 此 ， 
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是 否 知道 真珠 的 颗 重 ， 并 不 重要 。 在 日 常生 活 中 ,一般 追求 称 量 过 程 尽 
可 能 简单 ， 这 里 前 者 所 采用 的 称 量 过 程 ， 明 显 比 后 者 简单 得 多 。 对 于 这 
个 问题 ， 如 果 要 求 前 者 也 是 都 能 知道 真珠 的 颗 重 ， 那 么 将 前 者 改 用 后 者 
的 称 量 过 程 就 可 以 达到 目的 。 至 于 这 里 为 什么 会 出 现 这 种 情况 ， 需 要 从 
称 法 的 角度 再 作 探 讨 。 

在 前 面 (1) 、(2) 介绍 的 称 法 中 ， 事 先 将 各 颗 珠 进 行 编 码 ， 然 后 
按照 编码 的 情况 逐次 称 量 ， 这 样 的 称 法 叫做 编码 称 法 。 它 的 特点 是 : 需 
要 先 用 进位 数 来 进行 编码 ， 并 按照 这 样 的 编码 来 称 量 ; 由 于 每 一 次 称 量 
的 对 象 都 是 根据 编码 确定 的 ， 因 而 每 一 次 称 量 都 是 披 此 独立 的 ， 不 受 前 
一 次 称 量 结果 的 影响 ， 它 的 称 量 顺序 是 可 以 更 动 的 ; 但 是 ， 它 的 称 量 次 
数 是 固定 不 变 的 。 它 是 一 种 把 问题 编 成 符号 化 、 形 式 化 的 程序 后 ， 机 器 
可 以 接受 的 称 法 。 

在 现实 生活 中 还 可 以 看 到 另 一 种 称 法 。 现 以 上 述 在 已 知 真珠 颗 重 条 
件 下 的 问题 为 例 来 加 以 说 明 。 至 于 在 其 他 条 件 下 的 问题 如 何 运用 这 一 种 
称 法 ， 留 给 读者 思考 。 

把 7 颗 珠 对 分 成 接近 相等 的 3 颗 与 4 颗 两 个 部 分 ， 第 一 次 拿 3 颗 
(或 4 颗 ) 来 称 ， 看 看 其 重量 是 否 正常 。 如 果 正 常 ， 说 明 未 称 的 珠 中 可 
能 含有 伪 珠 ; 如 果 不 正常 ， 说 明 已 称 的 珠 中 肯定 含有 伪 珠 。 接 着 ， 把 可 
能 含有 伪 珠 或 者 肯定 含有 伪 珠 的 那 一 部 分 ， 再 对 分 成 相等 〈 当 那 一 部 分 
珠 的 颗 数 为 偶数 时 ) 或 者 接近 相等 ( 当 那 一 部 分 珠 的 颗 数 为 奇数 时 ) 
的 两 个 部 分 ， 拿 其 中 的 一 个 部 分 来 称 …… 这 样 经 过 3 次 称 量 ， 如 果 有 蘑 
几 次 重量 不 正常 ， 那 么 就 可 以 肯定 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ; 如 
果 3 次 称 量 的 重量 都 正常 ， 每 一 颗 珠 都 有 上 秤 称 过 ， 那 么 就 说 明 没有 伪 
珠 混杂 在 内 〈 如 果 不 是 每 一 颗 珠 都 上 秤 称 过 ， 那 么 未 称 的 珠 就 可 能 是 混 
杂 的 伪 珠 ) 。 

这 里 介绍 的 另 一 种 称 法 是 : 在 第 一 次 称 量 的 基础 上 ， 根 据 前 一 次 称 
量 的 结果 ， 确 定 下 一 次 称 量 的 对 象 ， 直 至 求 出 答案 为 止 ， 这 样 的 称 法 叫 
做 关联 称 法 。 对 分 只 是 关联 称 法 中 一 种 常见 的 方式 。 关 联 称 法 还 有 其 他 
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方式 9。 关 联 称 法 的 特点 是 : 每 称 一 次 ， 就 要 弄 清 哪 些 是 真珠 ， 伪 珠 可 
以 缩小 到 哪个 较 小 的 范围 内 ; 它 不 必 进 行 编码 ， 除 第 一 次 外 ， 后 面 每 一 
次 的 称 量 对 象 都 要 依据 上 一 次 的 称 量 结果 而 定 ， 它 们 彼此 之 间 是 相互 关 
联 的 ， 前 一 次 称 量 的 结果 不 同 ， 后 一 次 称 量 的 对 象 也 就 不 同 ， 要 随 着 情 
况 的 变化 而 变化 。 

对 于 上 述 问 题 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 编 码 称 法 总 能 “确定 、 找 
出 、 知 道 ;而 关联 称 法 却 未 必 如 此 。 例 如 ， 上 述 问题 第 一 次 拿 3 颗 珠 
来 称 ， 如 果 重 量 正常 ， 那 么 伪 珠 可 能 在 未 称 的 4 颗 中 。 接 着 ， 从 未 称 的 
珠 中 拿 出 2 颗 来 称 第 二 次 ， 如 果 重 量 仍 正常 ， 那 么 伪 珠 可 能 在 未 称 的 2 
颗 中 。 第 三 次 再 拿 出 其 中 的 1 颗 来 称 ， 如 果 重 量 还 是 正常 ， 那 么 已 称 的 
(3+2+1=) 6 颗 珠 就 都 是 真珠 ， 而 剩 下 未 称 的 娜 一 颗 是 否 伪 珠 ， 无 法 
确定 ， 需 要 再 称 一 次 才能 解决 问题 。 


Q@ ”比较 常见 的 还 有 取 短 式 关联 称 法 。 现 举 一 例 说 明之 。 例 如 ， 在 11 枚 金币 中 ， 至 多 混 
杂 有 1 枚 伪 币 。 真 币 的 枚 重 均 相等 ， 伪 币 与 真 币 的 枚 重 不 同 。 在 已 知 真 币 枚 重 的 条 件 下 ， 采 用 
取 短 式 关联 称 法， 说 明 用 研 秤 至 少 称 几 次 ， 才 能 完全 有 把 握 把 伪 币 查 出 来 ? 其 具体 称 法 如 何 ? 
能 知道 伪 币 的 枚 重 吗 ? 

我 们 指出 ， 从 完全 有 把 握 把 伪 币 查 出 来 着 想 ， 至 少 称 4 次 才能 解决 问题 ， 其 取 寡 式 关联 称 
法 是 : 从 11 枚 金币 中 任 取 (23 = )8 枚 ( 系 最 接近 11 的 2 的 宕 )， 称 第 一 次 。 若 重量 不 正常 ， 
则 肯定 混杂 有 伪 币 ， 伪 币 在 已 称 的 币 中 。 接 着 ， 把 已 称 的 币 平均 分 成 两 部 分 ， 每 一 部 分 (2? 
= )4 枚 。 从 中 任 取 一 个 部 分 ， 称 第 二 次 。 若 重量 正常 ， 则 伪 币 在 未 称 的 哪 一 部 分 ， 若 重量 不 
正常 ， 则 伪 币 在 已 称 的 哪 一 部 分 。 这 样 ， 称 一 次 ， 就 把 伪 币 所 在 的 范围 缩小 到 原先 的 一 半 。 
照 此 办 理 ， 称 3 次 ， 就 剩 下 2 枚 币 。 再 从 中 任 取 1 枚 来 称 第 四 次 ， 若 重量 正常 ， 则 另 一 枚 是 伪 
币 ， 这 时 不 知道 男 一 枚 币 的 枚 重 , 需 要 再 称 一 次 才能 解决 问题 ， 若 重量 不 正常 ， 则 这 一 枚 就 
是 伪 币 ， 同 时 也 就 知道 了 伪 币 的 枚 重 。 

第 一 次 称 时 ， 若 重量 正常 ， 则 已 称 的 都 是 真 币 ， 伪 币 可 能 在 未 称 的 (11 -8 = ) 3 枚 中 。 
接着 ， 在 已 确定 为 真 币 的 8 枚 中 取出 若干 枚 ， 把 3“ 凑 ”成 它 最 接近 的 2 的 寡 。 显 然 ， 这 是 能 
够 办 到 的 。 对 于 “ 凌 ” 成 后 的 〈22 = ) 4 枚 币 ， 我 们 仿照 前 面 的 办 法 ， 把 4 枚 币 平均 分 成 两 
部 分 ， 每 一 部 分 2 枚 。 从 中 任 取 一 个 部 分 ， 称 第 二 次 。 照 此 办 理 ， 称 第 三 次 后 ， 就 可 以 得 到 一 
枚 币 : 当前 面 得 到 的 有 肯定 的 范围 时 ， 它 肯定 是 伪 币 ， 同 时 也 就 知道 了 伪 币 的 枚 重 ， 当 前 面 
得 到 的 都 是 可 能 的 范围 时 ， 它 可 能 是 伪 币 ， 需 要 再 称 一 次 才能 确定 是 否 伪 币 ， 并 知道 它 的 枚 
重 。 顺便 指 出， 在 某 些 情况 下 ， 实 际 称 量 的 总 次 数 可 能 少 于 4 次 。 这 是 使 用 取 寡 式 关联 称 法 的 
长 处 。 
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另外 ， 关 联 称 法 在 已 经 找 出 伪 珠 的 情况 下 ， 却 未 必 如 同 编码 称 法 那 
样 ， 都 能 知道 伪 珠 的 颗 重 。 例 如 ， 上 述 问 题 第 一 次 拿 3 颗 珠 来 称 ， 如 果 
重量 正常 ， 那 么 伪 珠 可 能 在 未 称 的 4 颗 中 。 接 着 ， 从 未 称 的 珠 中 拿 出 2 
颗 来 称 第 二 次 ， 如 果 重 量 不 正常 ， 那 么 伪 珠 肯定 在 已 称 的 2 颗 中 。 第 三 
次 再 拿 出 其 中 的 1 颗 来 称 ， 如 果 重 量 正常 ， 那 么 就 可 以 断定 未 称 的 另 一 
颗 是 伪 珠 。 不 过 ， 这 时 还 不 知道 伪 珠 的 颗 重 ， 也 是 需要 再 称 一 次 才能 解 
决 问题 。 

关联 称 法 尽管 有 着 上 述 的 不 足 。 然 而 ,在 日 常生 活 中 ， 采 用 关联 称 
法 有 时 也 有 它 的 好 处 。 关 联 称 法 的 称 量 次 数 不 像 编码 称 法 那样 固定 不 
变 。 如 果 情 况 凑巧 ， 关 联 称 法 的 称 量 次 数 会 少 一 些 。 例 如 ， 上 述 问题 第 
一 次 拿 3 颗 珠 来 称 ， 如 果 重 量 不 正常 ， 那 么 伪 珠 在 已 称 的 珠 中 。 进 而 ， 
把 这 3 颗 珠 再 对 分 成 1 颗 与 2 颗 两 个 部 分 。 第 二 次 拿 1 颗 珠 来 称 ， 如 果 
重量 仍 不 正常 ， 说 明 这 颗 珠 就 是 伪 珠 。 这 样 ， 情 况 凑巧 ， 称 两 次 就 找 出 
了 伪 珠 ， 同 时 也 就 知道 了 伪 珠 的 颗 重 。 这 种 凑巧 的 情况 在 编码 称 法 中 是 
不 会 出 现 的 。 

一 般 地 说 ， 关 联 称 法 的 操作 比较 简单 ， 它 不 像 编码 称 法 那样 ， 每 次 都 
要 动用 很 多 的 珠 ， 这 未 免 太 麻烦 了 。 但 是 ， 编 码 称 法 的 设计 比较 程序 化 ， 
有 一 定 的 规律 可 循 ， 它 不 像 关联 称 法 那样 ， 思 路 比较 “ 野 "， 而 且 对 于 同一 
个 问题 ， 共 有 几 种 编码 称 法 ， 是 比较 好 把 握 的 。 编 码 称 法 与 关联 称 法 未 必 
是 一 一 对 应 的 。 总 之 ， 两 种 称 法 各 有 利弊 ， 要 因 题 制 宜 采用 它们 。 

本 书 以 探讨 称 珠 游戏 的 编码 称 法 为 主 ， 但 也 不 完全 排斥 关联 称 法 。 
在 前 面 (3) 介绍 的 称 法 中 ， 就 体现 了 编码 称 法 与 关联 称 法 两 者 相 辅 相 
成 的 有 机 结合 。 这 种 两 者 有 机 结合 的 称 法 ， 有 时 比 单纯 使 用 一 种 称 法 来 
得 更 为 优越 。 


1 ) 推广 到 一 般 情况 


前 面 探 讨 了 用 万 秤 称 ， 珠 的 颗 数 普 =7， 在 3 种 不 同 条 件 下 ， 当 明 
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确 混 杂 一 颗 伪 珠 时 ， 如 何 解 决 “ 找 出 ”的 问题 ; 或 者 当 至 多 混杂 一 颗 
伪 珠 时 ， 如 何 解决 “确定 、 找 出 、 知 道 ” 的 问题 。 如 果 把 上 述 问题 推 
广 到 一 般 ， 将 会 有 怎样 的 结论 呢 ? 

先 来 探讨 已 知 真珠 颗 重 的 情况 。 

显然 ， 在 已 知 真珠 颗 重 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 对 于 m 
=1， 不 用 称 ， 它 就 是 伪 珠 了 ， 对 于 mm=2， 需 要 称 1 次 ， 才 能 从 中 “ 找 
出 ”; 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 对 于 m =1， 需 要 称 1 次 ， 并 与 真珠 的 颗 
重 进行 比较 ,才能 “确定 、 找 出 、 知 道 ”。 因 此 规定 : 在 已 知 真珠 颗 重 
的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 探 讨 珠 的 颗 数 m 宕 2 的 情况 ， 当 至 
多 混杂 一 上 颗 伪 珠 时 ， 探 讨 珠 的 颗 数 m 宕 1 的 情况 。 与 这 两 者 相应 的 是 ， 
探讨 称 量 次 数 n 宕 1 的 情况 。 

现在 来 看 看 ， 在 已 知 真珠 颗 重 的 条 件 下 ， 用 契 秤 称 次 (n 宇 1)， 至 多 
能 在 多 少 颗 珠 中 ， 确 定 是 否 混杂 有 唯一 的 一 颗 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ? 

依次 把 每 一 次 不 上 秤 称 的 珠 ， 标 记 一 个 “0”; 上 秤 称 的 珠 ， 标 记 一 
个 “1"。 这 样 ， 称 了 az 次 以 后 ， 每 颗 珠 就 标 有 个 有 序 的 数字 (0 或 1)。 
也 就 是 说 ， 每 一 颗 珠 对 应 一 个 位 二 进 数 。 由 于 位 二 进 数 最 多 只 能 表示 
2" 个 不 同 的 自然 数 ， 如 果 珠 的 颗 数 多 于 2” 颗 ， 那 么 根据 狄 利克 雷 抽 居 原 
理 ， 就 至 少 有 两 颗 珠 对 应 于 同一 个 m 位 二 进 数 。 换 句 话 说， 就 会 至 少 有 两 
颗 珠 在 整个 n 次 称 量 的 过 程 中 是 “同上 同 下 ”的 。 当 伪 珠 恰 是 其 中 的 一 
颗 时 ， 就 无 从 辨别 出 来 。 因 此 ， 称 5 次 只 可 能 在 不 超过 2" 颗 珠 中 ， 确 定 
是 否 混杂 有 唯一 的 一 颗 伪 珠 ， 进 而 把 擅 珠 找 出 来 。 那 么 ， 这 种 可 能 办 得 
到 吗 ? 对 此 ， 用 编码 称 法 来 证 明 ， 至 于 关联 称 法 的 情况 留 给 读者 思考 。 

对 于 珠 的 颗 数 m2”"， 当 mm =2" 时 ， 用 所 有 的 位 二 进 数 作为 编 
码 ; 当 m<2" 时 ， 用 除 n 个 0 组 成 的 n 位 二 进 数 外 的 其 他 位 二 进 数 作 
为 编码 ( 当 m <2" 时 ， 编 码 未 必要 求 是 连续 的 nn 位 二 进 数 )。 这 样 称 nn 
次 ， 如 果 每 一 次 都 正常 ， 说 明 已 称 的 都 是 真珠 。 这 时 者 没有 以 个 0 组 
成 的 mn 位 二 进 数 作为 编码 ， 那 就 没有 伪 珠 了 ; 若 有 以 nn 个 0 组 成 的 nn 位 
二 进 数 作为 编码 ， 那 么 当 明 确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 伪 珠 就 只 能 是 以 此 为 编 
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码 的 珠 ， 但 尚 不 知道 伪 珠 的 颗 重 。 否 则 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 就 不 
能 断定 以 4 个 0 组 成 的 位 二 进 数 为 编码 的 珠 是 否 伪 珠 ,需要 再 称 一 
次 ， 才 能 作出 断定 ， 进 而 知道 它 的 颗 重 。 

如 果 称 n 次 ， 有 某 几 次 (其 至 nn 次 ) 不 正常 ， 说 明 一 定 含有 伪 珠 ， 
伪 珠 在 这 某 几 次 称 量 中 都 有 出 现 ; 而 在 其 他 几 次 称 量 中 都 没有 出 现 。 这 
样 ， 可 以 根据 伪 珠 在 次 称 量 中 ， 出 现 与 否 的 情况 ， 确 定 其 相应 的 编 
码 ， 把 伪 珠 找 出 来 。 进 而 ， 在 某 一 次 其 结果 为 不 正常 的 称 量 中 ,利用 已 
知 的 真珠 颗 重 ， 总 可 以 算出 伪 珠 的 颗 重 。 

综 上 所 述 ， 在 已 知 真 珠 颗 重 的 条 件 下 ， 用 战 秤 称 nn 次 (n 宇 1)， 当 
明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 能 且 仅 能 在 m 颗 珠 中 (2m<2")， 把 伪 珠 找 出 
来 〈 未 必 都 能 知道 伪 珠 的 颗 重 ) ; 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 能 且 仅 能 在 
m 晒 珠 中 (1m2" -1) ， 确 定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 
知道 伪 珠 的 颗 重 。 

现在 ， 探 讨 上 述 问题 之 逆 : 在 已 知 其 珠 颗 重 的 条 件 下 ， 当 明确 混 霖 
一 颗 伪 珠 时 ， 在 m 颗 珠 中 (m 宕 2)， 用 夏 秤 至 少 称 几 次 ， 总 能 “ 找 
出 ”wD; 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 在 m 颗 珠 中 〈 严 1) ， 用 万 秤 至 少 称 
几 次 ， 总 能 “确定 、 找 出 、 知 道 ” 呢 ? 

已 经 知道 ， 在 已 知 真 珠 颗 重 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 称 
n 次 (n 宇 1)， 只 能 在 不 超过 m =2" 颗 珠 中 “ 找 出 ”; 称 n-1 次 ,只 能 
在 不 超过 m =2” 颗 珠 中 “ 找 出 "”。 因 此 ， 在 已 知 真珠 颗 重 的 条 件 下 ， 
当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 对 于 给 定 的 mm 颗 珠 (2””+1<m<2")， 用 碾 
秤 至 少 称 nm = [log (mm-1)] +1 次 2， 总 能 把 伪 珠 找 出 来 。 


@ 这 里 采用 “至 少 称 几 次 ， 总 能 ……” 的 说 法 ， 表 明 再 多 称 一 次 或 几 次 ， 也 总 能 解决 
问题 ， 但 是 这 不 是 我 们 追求 的 目标 ; 同时 ， 亦 表明 再 少 称 一 次 或 几 次 ， 就 不 会 达到 总 能 解决 
问题 的 目的 。 尽 管用 万 秤 称 ， 有 时 称 一 、 两 次 就 可 以 解决 问题 ， 但 是 这 是 偶 有 的 现象 ， 与 我 
们 追求 的 普遍 适用 的 结论 不 同 。 读 者 务必 区 分 清楚 。 

@@ 由 2 +1 反 下 去 2， 考虑 到 严 是 整数 ， 可 得 2 和 下 -1<2"。 进 而 取 对 数 得 ， 
n-l<logp(m-1) <m， 即 m-1=[log (到 -1)]。 因 此 ,mm=[log (到 -1)]+1。 
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我 们 知道 ， 在 已 知 真珠 颗 重 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 
称 n 次 (n 宇 1)， 只 能 在 不 超过 m=2" -1 颗 珠 中 “确定 、 找 出 、 知 
道 ”; 称 n-1 次， 只 能 在 不 超过 m=2” -1 颗 珠 中 “确定 、 找 出 、 
知道 ”。 因 此 ， 在 已 知 真珠 颗 重 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 
对 于 给 定 的 mm 颗 珠 (2” ”<m<2" -1 ) ， 用 契 秤 至 少 称 m= [ljogmm] + 
1 次 D， 总 能 确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ,知道 伪 珠 的 
颗 重 。 

如 果 按 部 就 班 ， 接 着 探讨 在 已 知人 擅 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 的 
情况 ， 然 后 再 探讨 在 只 知 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 的 情况 ， 那 
将 是 相当 麻烦 的 。 现 在 ， 一 竿 子 插 到 底 ， 先 探讨 包容 以 上 各 种 情况 的 
问题 : 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 
用 威 秤 称 于 次 ,至 多 在 多 少 颗 珠 中 ， 才 总 能 “确定 、 找 出 、 知 
道 ” 呢 ? 

显然 ， 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 
时 ， 对 于 mm =1，2， 由 于 没有 可 供 比 较 的 参照 标准 ， 即 使 称 出 各 珠 的 颗 
重 ， 都 无 从 断定 它 是 否 伪 珠 ; 对 于 m =3， 通 过 试验 容易 知道 : 称 2 次 ， 
无 法 总 能 “确定 、 找 出 、 知 道 ”,， 称 3 次 ， 才 总 能 “确定 、 找 出 、 知 
道 ”。 因 此 规定 : 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 
伪 珠 时 ， 探 讨 珠 的 颗 数 m 宇 3 的 情况 ， 与 此 相应 的 是 ， 探 讨 称 量 次 数 
n 宇 3 的 情况 。 

前 面 得 到 : 在 已 知 真 珠 颗 重 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 称 
n 次 (n 宇 3)， 在 珠 的 颗 数 m 不 超过 2"” -1 中， 总 能 “确定 、 找 出 、 知 
道 ”。 根 据 这 个 结论 ， 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 
一 颗 伪 珠 时 ， 称 次 (n 宇 3)， 总 能 “确定 、 找 出 、 知 道 ” 的 珠 的 颗 数 
m， 显 然 也 不 应 超过 2" -1。 否 则 ， 后 者 能 够 “确定 、 找 出 、 知 道 ”， 前 


中 由 2""'<m<2*~-1,m 是 整数 ， 可 得 2"-!<<m<2*。 进 而 取 对 数 得 ，n -1 <logsm 
<n, 即 n-1= [logpm]。 因 此 , n= [logppm] +1。 


138 


@ 7 战 秤 称 珠 游戏 


者 也 能 “确定 、 找 出 、 知 道 ”， 将 导致 矛盾 。 那 么 ， 在 伪 珠 的 颗 重 与 真 
珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 称 n 次 (n>3) ， 在 m 颗 珠 
中 (3<m<2" -1)， 总 能 “确定 、 找 出 、 知 道 ” 吗 ? z 

先 探讨 n=3 的 情况 ， 称 3 次, 在 m=3，, 4, 5，6, 7 颗 珠 中 ， 是否 
总 能 “确定 、 找 出 、 知 道 ”? 

称 3 次 ,在 3 颗 珠 中 ， 把 每 一 颗 珠 逐一 称 过 ， 总 能 “确定 、 找 
出 、 知 道 ”。 这 是 毫 无 疑问 的 。 对 于 m =7， 在 前 面 论述 过 ， 称 3 
次 ， 并 非 总 能 “确定 、 找 出 、 知 道 ”。 现 在 ， 对 于 m =4，5，6， 我 
们 指出 ， 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 
时 , 称 3 次 ， 总 能 “确定 、 找 出 、 知 道 "。 其 具体 方案 ， 可 以 利用 
一 进 数 的 知识 ， 仿 照 上 述 m =7 的 办 法 进行 编造 。 然 而 ， 更 为 简单 
的 办 法 是 在 上 述 m=7 的 方案 的 基础 上 产生 。 下 面 分 别 指出 ，m =6， 
5，4 的 某 一 种 称 量 方案 。 


m =6 的 称 量 方案 : 

当 a=b 时 r 若 ao='% 则 没有 伪 珠 
[Dj=e 若 azc 则 中 是 伪 珠 
[GOGGO] -4 则 人 @@ 是 伪 珠 
[@GO] -3 | ors 时 | 人 
[GOD] =24 若 4a=3b+d 则 @ 是 伪 珠 
若 2a=8+d 则 他 是 伪 珠 
车 24a=36b-d 则 QD 是 伪 珠 

m=5 的 称 量 方 案 : 
当 @=6b 时 本 则 没有 伪 珠 
[中 ] = 若 a 关 ce 则 中 是 擅 珠 
[Oo] =2a 若 a=d 则 人 @ 是 伪 珠 
[CGO)] =28 | 当 a 关 8 时 若 b=d 则 是 伪 珠 
[Qe]=3d| 若 24a+b=34d 则 是 伪 珠 
若 c+28=3d 则 他 是 伪 珠 

m=4 的 称 量 方案 : 
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当 a=b 时 rf 若 a=c 则 没有 伪 珠 
[@@] [DI] 二 C 和 若 a 关 c 则 是 伪 珠 
i 则 @ 是 伪 珠 

=2b CC 天 避让 
二 则 @ 是 伪 珠 
[®]=d | 

若 a=2b-d 则 他 是 伪 珠 


”至 此 已 经 知道 ,n=3 时 ,除了 m=7 的 情况 有 所 特别 外 ， 在 m =3， 
4, 5, 6 中 ， 均 能 “确定 、 找 出 、 知 道 ”。 如 何 把 这 些 结论 进一步 加 以 
推广 呢 ? 

为 此 指出 如 下 关于 推广 的 规律 : 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 
下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 如 果 称 m 次 (n 宇 3)， 可 在 m 颗 珠 中 ， 确 
定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 伪 珠 的 颗 重 ， 那 么 
称 n+1 次 也 可 在 2m 或 2m +1 颗 珠 中 ， 确 年 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 
伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 伪 珠 的 颗 重 。 

事实 上 ， 可 将 2m 颗 珠 ， 分 成 于 组 ， 每 组 2 颗 珠 ; 或 者 在 2m+1 里 
珠 中 ,任意 留 下 1 颗 珠 ， 然 后 将 2m 颗 珠 ， 分 成 m 组 ， 每 组 2 颗 珠 。 这 
样 ， 根 据 题 设 条 件 , 称 n 次 (n 宇 3)， 可 在 m 组 中 ,确定 是 否 有 着 唯一 
的 一 组 含有 伪 珠 。 如 果 有 着 含有 伪 珠 的 组 ， 那 么 可 以 找 出 这 个 组 ， 并 知 
道 不 含有 伪 珠 的 组 与 含有 伪 珠 的 组 的 重量 。 这 样 ， 真 珠 、 伪 珠 的 颗 重 也 
就 可 以 算出 来 了 。 接 着 ,在 含有 伪 珠 的 组 中 ， 任 取 一 颗 珠 称 第 n+1 次 ， 
便 可 找 出 伪 珠 。 如 果 没 有 含有 伪 珠 的 组 ， 那 么 已 称 的 都 是 真珠 ， 从 中 可 
知 真珠 的 颗 重 。 这 时 ， 若 珠 的 颗 数 为 2m， 便 可 断定 不 含有 伪 珠 了 ; 若 
珠 的 颗 数 为 2m +1， 那 么 将 留 下 而 未 称 的 哪 一 颗 珠 ， 称 第 n+1 次 ， 就 
可 以 确定 它 是 否 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 也 就 知道 了 伪 珠 的 颗 重 。 

根据 上 述 推广 规律 ， 对 于 m =3， 该 结论 没有 在 m =6 中 推广 的 必要 
(如 果 加 以 推广 ， 得 到 的 将 是 : 称 4 次 ,可 在 m=6 中 ， 总 能 “确定 、 
找 出、 知道 ”"。 这 里 称 量 次 数 超过 前 面 得 到 的 3 次 ， 因 而 不 是 最 佳 的 方 
案 )。 对 于 m =4,，5,6 的 结论 ， 可 以 将 其 推广 到 m=8, 9，10, 11， 
12，13， 进 而 表 推 广 到 m =16 ~27,…。 然而, 对 于 m=7， 在 伪 珠 的 
颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 称 3 次 ， 并 非 都 是 
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总 能 “确定 、 找 出 、 知 道 ”"。 因 此 ，m =7 的 结论 不 具备 推广 的 条 件 。 
这 样 ，m =14、15 ， 就 需 另行 探讨 。 

当 m=14 时 ， 把 14 颗 珠 分 别 编 上 序号 : @@@O@@@OWODD 
B3WDB; 当 m=15 时 ， 多 出 一 颗 珠 的 序号 为 由 ， 并 配 以 四 位 二 进 数 编 
码 表示 如 表 7-3 所 示 。 


表 7-3 

四 位 二 进 数 编码 
序号 
中 0 0 
® | 0 | 0 
@ 0 1 1 
@ 0 0 0 
G) 0 0 1 
© 0 1 0 
(CO 0 1 1 
0 0 
©O) | 0 1 
| 1 1 0 
DD 1 | 1 
DB | 0 0 
由 1 0 1 
EY 1 1 0 
中 1 1 | 


接着 ， 按 照 四 位 二 进 数 编码 左 起 三 位 数 相同 的 情况 ， 把 珠 分 成 7 
组 : (1) [ 当 m=14 时 为 (@G@); 当 m=15 时 为 (OOG)]，(2) 
(@@) ，(3) (DD), 4) (BO) ,5) (WWD) ,6)( BB), 7) WB)., 
第 一 次 以 四 位 二 进 数 编码 第 一 位 为 “1” 的 珠 称 之 , 设 [ (4)(5)(6) 
(7)]=8a, 第 二 次 以 四 位 二 进 数 编码 第 二 位 为 “1” 的 珠 称 之 , 设 
[(2)(3)(6)(7)] =80。 
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在 a=b， 则 伪 珠 在 (1) (6) (7) 中 ， 即 在 CGICGG 人 或 四 GO) 
DBBBG 中 ， 其 他 为 真珠 。 这 时 已 知 [人 四 Ge@e@ee@g@l]l=-8c， 其 
中 ，@@ 是 真珠 。 第 三 次 以 四 位 二 进 数 编码 第 三 位 为 “1” 的 珠 (已 断定 
为 真珠 的 除外 ) 称 之 , 设 [COGB 罗 四 ] =4c。 当 a =c 时 ， 真珠 颗 重 为 
a。 这 时 ， 若 m=14, 没 有， 则 都 是 真珠 ， 没 有 伪 珠 ; 若 m =15， 则 
第 四 次 以 四 位 二 进 数 编码 第 四 位 为 “1” 的 珠 (已 断定 为 真珠 的 除外 ) 
称 之 , 设 [Q@@] =d。 若 a =d， 则 没有 伪 珠 ; 若 c 关 d， 则 全 是 伪 珠 ， 伪 
珠 颗 重 为 4。 当 azc 时 ， 伪 珠 必 在 BB@BB 之 中 ， 第 四 次 以 四 位 二 
进 数 编码 第 四 位 为 “1” 的 珠 (已 断定 为 真珠 的 除外 ) 称 之 , 设 [3 
9] =3e。 奇 a =e， 则 他 是 伪 珠 ， 真 珠 颗 重 为 gc， 伪 珠 颗 重 为 4c - 3e; 
苍 a =4c-3e， 则 @@ 是 伪 珠 ， 真 珠 颗 重 为 c， 伪 珠 颗 重 为 3e -2a; 若 c= 
e， 则 人 @ 是 伪 珠 ， 真 珠 颗 重 为 c， 伪 珠 颗 重 为 ge -7c; 若 8a =5c +3e， 则 
从 是 伪 珠 ， 真 珠 颗 重 为 c， 伪 珠 晒 重 为 3e -2c; 若 2o =c +e， 则 罗 是 伪 
珠 ， 真 珠 颗 重 为 e， 伪 珠 颗 重 为 4c -3e; 奉 2a =S$c-3e， 则 曲 是 伪 珠 ， 
真珠 颗 重 为 4c -3e， 伪 珠 颗 重 为 9e -8c。 

奉 wa 天 8， 则 伪 珠 必 在 (2) (3) (4) (5) 之 中 , 第 三 次 以 四 位 二 
进 数 编码 第 三 位 为 “1” 的 珠 (已 断定 为 真珠 的 除外 ) 称 之 , 设 [ (3) 
(5)] =4f。 当 a=f 时 , 伪 珠 在 (2) (B®) 中 ， 真 珠 颗 重 为 a， 伪 珠 
颗 重 为 8 -7a。 第 四 次 以 四 位 二 进 数 编码 第 四 位 为 “1” 的 珠 (已 断定 
为 真珠 的 除外 ) 称 之 ,， 设 [四 ] =g, 若 a=g， 则 全 为 伪 珠 ; 若 ce 关 g， 则 
(为 伪 珠 。 当 a =22 -f 时 ， 伪 珠 在 (3) 中 ， 真 珠 颗 重 为 c， 伪 珠 颗 重 
为 41-3a; 当 = 时 ， 伪 珠 在 (4) 中， 真珠 颗 重 为 了 ， 伪 珠 颗 重 为 8a 
-7b; 当 2a=6b+f 时 , 伪 珠 在 (5) 中 ， 真 珠 颗 重 为 了 ， 伪 珠 颗 重 为 4f 
-3b5。 当 伪 珠 在 (3) 或 (4) 或 (5) 中 时 ， 可 仿照 前 面 办 法 找 出 伪 
珠 , 知道 真珠 、 伪 珠 的 颗 重 。 

我 们 探讨 了 m = 14，15 的 情况 ， 由 此 可 知 它们 具备 推广 的 条 件 ， 
根据 上 述 关 于 推广 的 规律 ， 可 以 将 其 推广 到 m =28，29，30，31， 然 后 
再 推广 到 二 
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综 上 所 述 ， 可 以 得 到 如 下 的 结论 : 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 
下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 若 用 不 秤 称 的 次 数 m=1 或 2， 得 不 到 有 
意义 的 结果 ; 若 n=3, 在 m=3~6 中 ， 总 能 确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 
而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 伪 珠 的 颗 重 ; 若 n=4, 在 m=7 中 ， 总 能 
确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 伪 珠 的 颗 重 ; 若 
n>4， 在 普 颗 珠 中 (2"'<m<2” -1)， 总 能 确定 是 否 混 杂 有 伪 珠 ， 进 
而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 伪 珠 的 颗 重 。 

根据 上 述 结论 还 可 以 得 到 : 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 
至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 若 珠 的 颗 数 m =1 或 2， 探 讨 用 不 秤 称 的 次 数 没 
有 什么 意义 ; 若 m=3 ~6， 用 三 秤 称 =3 次 ， 总 能 确定 是 否 混杂 有 伪 
珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 伪 珠 的 颗 重 ; 车 m=7, 称 n=4 
次 ， 总 能 确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 伪 珠 的 
颗 重 ; 若 普 满足 2 <m<2" -1(nz>4) , 称 n=[logym] +1 次 0， 总 能 
确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 伪 珠 的 颗 重 。 

现在 在 前 面 论 述 的 基础 上 ， 探 讨 “ 明 确 混杂 一 颗 伪 珠 ” 的 问题 。 

显然 ， 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 
时 ,对 于 m=1， 不 用 称 ， 它 就 是 伪 珠 了 ; 对 于 m =2， 由 于 没有 可 供 比 
较 的 参照 标准 ， 即 使 称 出 各 珠 的 颗 重 ， 也 无 从 知道 它 是 否 伪 珠 ; 对 于 
m =3， 通 过 试验 容易 知道 称 2 次 ， 无 法 总 能 “ 找 出 ”， 称 3 次 ， 才 总 
能 “ 找 出 ”。 因 此 规定 : 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 明确 混 
杂 一 颗 伪 珠 时 ， 探 讨 珠 的 颗 数 m 宇 3 的 情况 ， 与 此 相应 的 是 ， 探 讨 称 量 
次 数 ">3 的 情况 。 那 么 ， 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 明确 
混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 三 秤 称 二 次 (n 宇 3)， 至 多 在 多 少 颗 珠 中 ,， 才 总 能 
“ 找 出 ” 呢 ? 

前 面 得 到 : 在 已 知 真 珠 颗 重 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 称 


@ 由 2 1ms2" -1, 可 得 , 2" ?<m<2", n-1<logppm<n,， 即 n-1=[logppm]。 因 
此 , n=[logpzm|] +1。 
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有 次 《zz=3) ， 在 珠 的 颗 数 普 〈m 关 3) 不 超过 2 中， 总 能 “ 找 出 ”。 根 
据 这 个 结论 ， 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 
时 , 称 n 次 (n 二 3)， 总 能 “ 找 出 ”的 珠 的 颗 数 m (m 宇 3)， 显 然 也 不 
应 超过 2"。 否 则 ， 后 者 能 够 “ 找 出 ”， 前 者 也 能 “ 找 出 ”， 将 导致 矛盾 ， 
那么 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 称 
次 (n 宇 3)， 在 m=2" 颗 珠 中 ， 总 能 “ 找 出 ” 吗 ?” 回答 : 不 能 。 可 以 用 
数学 归纳 法 来 证 明 这 个 论断 。 

不 妨 从 n=1 开始 证 明 。 经 过 直接 验证 ， 不 难 知道 : 称 1 次 无 法 从 
2 =2 颗 珠 中 找 出 1 颗 伪 珠 。 

假设 称 n -1 次 无 法 从 2" 上 颗 珠 中 找 出 混杂 在 内 的 1 颗 伪 珠 ， 那 么 
称 n 次 也 无 法 从 2" 颗 珠 中 找 出 混杂 在 内 的 1 颗 伪 珠 。 

事实 上 ， 把 2” 颗 珠 表 成 序号 为 0~2 -1 所 对 应 的 n 位 二 进 数 ( 表 
7-4) 。 


序号 
第 一 位 第 位 

0 0 0 

1 0 1 

2 0 0 

3 0 1 
2" -2 1 0 
2" -1 1 1 


以 上 述 各 个 n 位 二 进 数 编码 第 一 位 为 “1” 的 珠 ， 拿 来 称 第 一 次 ; 

第 二 位 为 “1” 的 珠 ， 拿 来 称 第 二 次 ; …… 每 称 一 次 ， 都 可 通过 计算 ， 

求 出 它们 的 均 重 。 以 a, ，a; 分 别 表示 第 一 、 二 次 称 的 均 重 。 假 设 称 

次 能 够 从 2" 颗 珠 中 找 出 混杂 在 内 的 1 颗 伪 珠 ， 那 么 对 于 ww = as 这 种 情 
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况 ， 称 n 次 也 是 能 够 从 2” 颗 珠 中 找 出 混杂 在 内 的 1 颗 伪 珠 的 。 但 是 ， 
当 a =a, 时 ， 伪 珠 或 者 两 次 都 未 上 秤 称 ， 或 者 两 次 都 有 上 秤 称 。 也 就 
是 说 ， 伪 珠 编码 的 第 一 、 二 位 上 的 数 必 为 00 或 11。 现 在 ， 把 2” 颗 珠 分 
为 两 部 分 : 第 一 部 分 ， 所 有 第 一 、 二 位 上 的 数 为 00 或 11 的 珠 〈 伪 珠 含 
在 其 中 ); 第 二 部 分 ， 所 有 第 一 、 二 位 上 的 数 为 01 或 10 的 珠 。 不 难 知 
道 : 这 两 部 分 珠 的 颗 数 相等 ， 都 是 2" ”上 颗 珠 ， 于 是 问题 变 为 ， 对 于 第 一 
部 分 来 说 ， 称 m -1 次 可 以 在 2” 上 颗 珠 中 找 出 混杂 在 内 的 1 颗 伪 珠 。 这 
与 归纳 法 假设 和 矛盾。 因此， 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 明确 
混杂 1 颗 伪 珠 时 ， 称 n 次 无 法 在 2" 颗 珠 中 找 出 伪 珠 。 

既然 如 此 ， 那 么 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 1 颗 
伪 珠 时 ， 称 n 次 (n3), 在 m 颗 珠 中 (3<m<2" -1) ， 总 能 “ 找 出 ” 吗 ? 

我 们 知道 ， 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 1 颗 伪 
珠 时 , 称 3 次 , 在 m=3, 4,，5, 6 颗 珠 中 ， 总 能 “确定 、 找 出 、 知 
道 ”。 前 面 已 经 介绍 过 它们 的 称 量 方案 。 现 在 ， 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 
同 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 采 用 这 些 称 量 方案 ， 称 3 次 ， 在 
由 .=3，4，5，6 颗 珠 中 ， 也 一 定 总 能 “ 找 出 ”， 只 不 过 不 会 出 现 其 中 的 
“没有 伪 珠 ”而 已 。 至 于 m =7 的 情况 ， 上 一 节 已 经 说 明 ， 在 伪 珠 的 颗 
重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 1 颗 伪 珠 时 ， 称 3 次 ， 总 能 “ 找 
出 ”( 尽 管 有 时 伪 珠 的 颗 重 未 明 ) 。 

如 果 称 量 次 数 n 宇 4， 将 会 有 什么 样 的 情况 呢 ?” 前 面 有 过 这 样 的 结 
论 : 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 1 颗 伪 珠 时 ， 若 称 
量 次 数 n 研 4， 在 珠 的 颗 数 m (m 宕 3) 不 超过 2 -1 中， 总 能 “确定 、 
找 出 、 知 道 ”。 现 在 把 “明确 混杂 1 颗 伪 珠 ” 当 作 “ 至 多 混杂 1 颗 伪 
珠 ” 来 对 待 ， 容 易 知 道 : 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 明确 混 
杂 1 颗 伪 珠 时 , 称 n 次 (n 宇 4) ， 在 珠 的 颗 数 m (m 宇 3) 不 超过 2” -1 
中 ， 也 一 定 总 能 “ 找 出 ”。 

综 上 所 述 ， 可 以 得 到 这 样 的 结论 : 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 
下 ， 当 明确 混杂 1 颗 伪 珠 时 ， 若 用 成 秤 称 的 次 数 n=1 或 2， 得 不 到 有 意 
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义 的 结果 ; 车 n=3, 在 m=3~7 中 ， 总 能 把 伪 珠 找 出 来 ; 车 n>>4， 在 
m 颗 珠 中 〈2" <m<2" -1)， 总 能 把 伪 珠 找 出 来 。 

根据 上 述 结论 ， 可 以 得 到 : 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 
明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 若 珠 的 颗 数 m =1， 不 用 研 秤 称 ， 它 就 是 伪 珠 了 ; 
若 m =2， 不 论 称 多 少 次 ， 都 无 法 确定 哪 一 颗 是 伪 珠 ; 车 m=3 ~7，, 用 
战 秤 称 n =3 次 ， 总 能 把 伪 珠 找 出 来 ; 若 风 满足 2 <m<2” -1, 称 n= 
[logpm] +1 次 PD， 总 能 把 伪 珠 找 出 来 。 

如 果 把 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 
得 到 的 结论 ， 与 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 得 到 的 结论 进行 比较 。 不 难 发 
现 : 在 用 战 秤 称 的 次 数 ">3 的 前 提 下 ， 两 者 就 是 在 m =7 时 有 所 不 同 ， 
此 外 都 是 相同 的 。 这 里 相同 的 部 分 完全 可 以 用 前 者 的 称 量 方案 ， 来 进行 
后 者 的 称 量 (只 不 过 不 会 出 现 “ 没 有 伪 珠 ”而 已 ) 。 

最 后 探讨 在 已 知 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 的 情况 。 

显然 ， 在 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 
对 于 m =1， 不 用 称 ， 它 就 是 伪 珠 了 ， 对 于 m=2， 称 2 次 ,知道 了 各 珠 
的 颗 重 ， 就 可 “ 找 出 ”; 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 对 于 m =1， 由 于 没有 
可 供 比 较 的 参照 标准 ， 即 使 称 出 珠 的 颗 重 ， 也 无 从 知道 它 是 否 伪 珠 ， 对 
于 m=2, 称 2 次， 知道 了 各 珠 的 颗 重 ， 就 可 以 “确定 、 找 出 、 知 道 ”。 
因此 规定 : 在 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 ， 探 讨 珠 的 颗 数 m>2 的 情 
况 ， 与 此 相应 的 是 ， 探 讨 称 量 次 数 ”>2 的 情况 。 

在 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 不 秤 
称 n 次 (mn 关 2)， 至 多 在 多 少 颗 珠 中 ， 才 总 能 “确定 、 找 出 、 知 道 ” 
呢 ? 在 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 三 秤 
称 n” 次 (nz=2) ， 至 多 在 多 少 颗 珠 中 ， 才 总 能 “ 找 出 ” 呢 ? 

当 珠 的 颗 数 m =2” 时 ， 由 于 n 位 二 进 数 最 多 只 能 表示 2" 个 不 同 的 


@ 由 27* <ms2" -1, 可 得 , 2”™ <<m<2", n-1<logpgm<n, 即 n-1= [logzm]。 因 
此 , n=[logpgm] +1。 
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自然 数 ， 我 们 就 要 用 所 有 的 n 位 二 进 数 作为 编码 。 这 样 称 n 次 ， 如 果 每 
一 次 珠 的 均 重 都 相等 ， 这 时 既 可 能 都 是 真珠 ， 不 混杂 有 伪 珠 ; 也 可 能 是 
每 一 次 都 有 上 秤 称 过 的 球 ( 它 是 以 nn 个 1 组 成 的 n 位 二 进 数 作为 编码 ) 
是 伪 珠 ; 还 可 能 是 每 一 次 都 没有 上 秤 称 过 的 球 ( 它 是 以 n 个 0 组 成 的 n 
位 二 进 数 作为 编码 ) 是 伪 珠 。 三 者 无 法 区 分 开 来 。 因 此 ， 对 于 严 =2” 
颗 球 , 称 n 次 (n 宇 2)， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 无 法 确定 是 否 混杂 有 
伪 珠 ; 当 明 确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 也 无 法 找 出 混杂 在 内 的 唯一 的 一 颗 伪 
珠 。 这 就 是 说 ， 在 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 
时 ， 用 研 秤 称 半 次 (n 宇 2)， 只 可 能 在 不 超过 2" -1 颗 珠 中 ， 实 现 总 能 
“确定 、 找 出 、 知 道 ”; 当 明 确 混 林 一 里 伪 珠 时 ， 用 左 秤 称 n 次 (n> 
2)， 也 只 可 能 在 不 超过 2" -1 颗 珠 中 ， 实 现 总 能 “ 找 出 ”。 

这 样 可 以 把 “ 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 ” 当 作 “ 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 
同 ” 来 处 理 ， 综 合 前 面 的 探讨 就 有 如 下 两 个 结论 : 

在 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 知 用 三 
秤 称 的 次 数 n =1， 得 不 到 有 意义 的 结果 ; 看 =2,， 在 m=2 中 ， 总 能 确 
定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 伪 珠 的 颗 重 ; 乔 
n=3, 在 m=3~6 中 ， 总 能 确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 
知道 真珠 、 伪 珠 的 颗 重 ; 铬 n=4, 在 m=7 中 ， 总 能 确定 是 否 混 杂 有 伪 
珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 伪 珠 的 颗 重 ; 者 n 宇 4， 在 m 颗 珠 
中 (2” <m<2" -1)， 总 能 确定 是 否 混 杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 
知道 真珠 、 伪 珠 的 颗 重 。 

在 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 者 用 异 
秤 称 的 次 数 n =1， 得 不 到 有 意义 的 结果 ; 寿 n=2, 在 m=2 中 ， 总 能 把 
伪 珠 找 出 来 ; 若 n=3, 在 m=3~7 中 ， 总 能 把 伪 珠 找 出 来 ; 若 n 宕 4， 
在 mm 颗 珠 中 (2” ”<<m<2” -1)， 总 能 把 伪 珠 找 出 来 。 

探讨 上 述 问 题 之 逆 ， 可 以 得 到 : 

在 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 厦 珠 的 
颗 数 m =1， 探 讨 用 战 秤 称 的 次 数 没有 什么 意义 ; 大 m =2， 用 战 秤 称 
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n =2 次 ， 总 能 确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 伪 
珠 的 颗 重 ; 若 普 =3 ~6, 称 n=3 次 ， 总 能 确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 
把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 伪 珠 的 颗 重 ; 若 亚 =7， 称 =4 次 ， 总 能 确 
定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 伪 珠 的 颗 重 ; 在 普 
满足 2” <m<2” -1 (n 宇 4), 称 n=[logpym] +1 次 ,总 能 确定 是 否 混 
杂 有 伪 球 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道真 珠 、 伪 珠 的 颗 重 。 

在 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 铬 珠 的 
颗 数 m = 1， 不 用 战 秤 称 ， 它 就 是 伪 珠 了 ; 铝 m=2， 用 战 秤 称 n=2 次 ， 
总 能 把 伪 珠 找 出 来 ; 着 m=3 ~7, 称 n=3 次， 总 能 把 伪 珠 找 出 来 ; 若 
m 满足 2 <<m<2” -1, 称 n=[logpm] +1 次 ， 总 能 把 伪 珠 找 出 来 。 

由 于 “ 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 ” 与 “ 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 重 ” 是 一 对 
类 似 的 问题 。 因 此 也 可 以 把 “ 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 重 ” 当 作 “ 伪 珠 的 颗 
重 与 真珠 不 同 ” 来 处 理 ， 这 样 也 可 以 得 到 与 前 类 似 的 结论 。 

现在 作出 必要 的 小 结 如 表 7-5 所 示 。 
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13 找 出 整 箱 的 伪 珠 


前 面 研究 的 是 至 多 混杂 (包括 明确 混杂 ) 一 颗 伪 珠 的 战 秤 称 珠 游 
戏 。 现 在 研究 的 威 秤 称 珠 游戏 是 : 在 若干 盒 中 ， 有 的 整 盒 装 的 都 是 真 
珠 ， 有 的 整 盒 装 的 都 是 伪 珠 ， 从 外 表 无 法 辨别 、 区 分 真珠 与 伪 珠 ， 真 珠 
的 颗 重 均 相 等 ， 伪 珠 的 颗 重 也 均 相 等 ， 但 是 真珠 、 伪 珠 的 颗 重 不 同 ， 要 
求 在 已 知 真珠 与 伪 珠 各 自 颗 重 的 条 件 下 ， 用 威 秤 只 称 一 次 ， 查 出 装 的 都 
是 伪 珠 的 哪些 盒 〈 装 的 都 是 伪 珠 的 未 必 只 有 一 盒 ) 。 下 面 ， 前 几 道 游戏 
问题 可 以 不 用 二 进 制 的 知识 来 解答 。 最 后 说 明 可 用 进位 制 的 知识 来 解答 
这 一 类 游戏 问题 ， 且 具有 通用 性 。 

有 一 道 广 为 流 传 的 游戏 问题 : 

(1) 在 10 个 盒 中 ， 每 盒 都 装 有 10 颗 珠 。 其 中 有 一 盒 装 的 都 是 伪 
珠 ， 其 余 各 盒 狂 的 都 是 真珠 。 已 知 真珠 的 颗 重 都 是 10 克 ， 伪 珠 的 颗 重 
都 是 7 元 。 你 能 用 一 村 成 秤 只 称 一 次 ， 查 出 装 的 都 是 伪 珠 的 是 哪 一 盒 
吗 ? 该 如 何 称 、 如 何 查 呢 ? 

显然 ， 这 道 题 可 以 转化 为 : 在 10 盒 珠 中 混 有 一 盒 伪 珠 。 装 的 都 是 
真珠 的 每 一 盒 重 量 均 相 等 ， 只 是 装 的 都 是 伪 珠 的 那 一 盒 的 重量 与 真珠 不 
同 。 在 已 知 一 盒 真珠 重量 的 条 件 下 ， 要 求 用 一 杆 契 秤 把 装 的 都 是 伪 珠 的 
那 一 盒 查 出 来 。 

对 于 这 个 问题 ， 如 果 采 用 一 盒 盒 称 量 的 办 法 ， 要 称 9 次 ， 才 能 达到 
目的 〈 如 果 称 9 次 ， 遇 到 的 都 是 真珠 ， 那 么 剩 下 的 第 10 盒 就 是 伪 珠 ， 
不 必 再 称 了 ) ; 要 是 采用 编码 称 法 或 关联 称 法 ， 则 要 称 4 次 ， 才 能 达到 
目的 。 但 是 ， 这 些 都 不 是 称 量 次 数 最 少 的 办 法 。 最 少 只 要 称 1 次 ， 就 一 
定 会 把 装 的 都 是 伪 珠 的 那 一 盒 查 出 来 。 

我 们 知道 ， 真 珠 的 颗 重 比 伪 珠 多 (10 -7 =) 3 克 。 现 在 ,将 10 个 
盒 编 上 序号 ， 依 次 取出 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,，8,， 9，10 颗 珠 ， 共 有 55 
颗 。 舌 每 颗 都 是 真珠 ， 则 用 威 秤 称 一 次 有 (10 x55 = ) 550 克 。 由 于 有 
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一 盒 装 的 都 是 伪 珠 ， 因 此 ， 实 际 所 称 的 重量 将 小 于 这 个 总 重量 。 这 样 可 
以 根据 实际 称 量 比 550 克 小 的 情况 ， 确 定 哪 一 盒 装 的 都 是 伪 珠 。 例 如 ， 用 
s 战 秤 称 一 次 有 526 克 ， 比 550 克 小 了 24 克 ， 这 就 说 明 其 中 有 (24 :3=) 
8 颗 伪 珠 。 它 是 从 第 8 盒 取出 的 。 因 此 ， 第 8 盒 装 的 都 是 伪 珠 。 

这 道 题 的 解法 还 可 以 有 所 改进 。 将 10 个 盒 编 上 序号 后 ， 依 次 取出 
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7，8, 9 颗 珠 ， 共 有 45 颗 。 由 于 有 一 盒 装 的 都 
是 伪 珠 ， 因 此 ， 实 际 所 称 的 重量 将 不 会 超过 (10 x45 = ) 450 克 。 当 实 
际 所 称 的 重量 等 于 450 克 时 ， 说 明 伪 珠 在 取出 0 颗 的 第 1 盒 中 ; 当 实 际 
所 称 的 重量 小 于 450 克 时 ， 仿 照 前 面 的 办 法 ， 同 样 可 以 确定 其 中 有 几 颗 
伪 珠 ， 它 是 从 哪 一 合 取 出 的 。 

另外 ， 这 道 题 已 知 真珠 的 颗 重 都 是 10 克 ， 伪 珠 的 颗 重 都 是 7 克 。 
还 可 以 有 更 为 简捷 的 解法 。 根 据 7 的 乘法 口诀 中 乘积 的 个 位 数 互 不 相同 
的 特点 ， 可 以 利用 实际 所 称 重量 克 数 的 个 位 数 ， 比 较 快 地 查 出 装 的 都 是 
伪 珠 的 是 哪 一 盒 。 例 如 ， 实 际 所 称 重量 克 数 的 个 位 数 是 0， 那 么 装 的 都 
是 伪 珠 的 只 能 是 一 颗 珠 都 没有 取出 的 或 者 取出 10 颗 珠 的 那 一 盒 。 否 则 ， 
实际 所 称 重量 克 数 的 个 位 数 不 可 能 是 0。 又 如 ， 实 际 所 称 重量 克 数 的 个 
位 数 是 6， 由 于 7 x8 =56， 这 样 就 可 以 知道 取出 8 颗 珠 的 那 一 盒 装 的 都 
是 伪 珠 。 

从 乘积 的 个 位 数 互 不 相同 来 看 ， 除 了 7 的 乘法 口诀 外 ， 还 有 11 的 乘 
法 口诀 、3 的 乘法 口诀 、9 的 乘法 口诀 。 当 真珠 颗 重 克 数 的 个 位 数 是 0， 
伪 珠 颗 重 克 数 的 个 位 数 是 1, 或 3，7,，9 时 ， 都 可 以 采用 这 种 比较 快 的 
办 法 ， 查 出 装 的 都 是 伪 珠 的 是 哪 一 

这 道 题 的 编 拟 也 可 以 有 所 变化 。 伪 珠 比 真珠 轻 可 改 为 比 真珠 重 ; 盒 
数 、 每 盒 的 装 有 数 亦 可 改 为 别 的 非 零 整 数 ( 当然 ， 每 盒 装 有 的 珠 数 不 应 
都 小 于 盒 数 减 2。 为 什么 ? 请 读者 思考 ) 。 

现在 ， 更 为 引人入胜 的 问题 是 : 将 装 的 都 是 伪 珠 的 盒 数 由 1 改 为 
2， 或 3，…， 那 么 问题 还 有 解 吗 ? 顺 着 这 一 思路 考虑 下 去 ， 可 编 拟 出 
如 下 几 道 更 为 新 颖 的 游戏 问题 。 
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(2) 有 9 个 复 ， 每 个 复 里 都 装 有 100 个 酒杯 ， 其 中 有 7 个 篮 里 的 酒 
杯 每 个 重 20 克 〈 正 品 ) ， 另 有 2 个 复 里 的 酒杯 每 个 重 25 克 (次 品 )。 
用 一 台 案 秤 只 称 一 次 ， 如 何 找 出 分 量 较 重 的 那 2 管 酒杯 ? 

前 面 的 解法 启迪 我 们 : 在 一 次 性 的 称 量 中 ， 各 管 取出 的 个 数 应 当 不 
同 ; 在 求 出 实际 所 称 的 质量 与 假设 都 是 正品 所 算 的 质量 之 差 后 ， 应 能 由 
这 个 差 唯 一 地 确定 相应 的 惫 号 。 这 就 是 解 题 的 关键 。 

现在 ， 冲 老 的 斐 该 那 契 数列 又 有 了 新 的 用 场 。 容 易 验 证 : 在 1，2， 
3, 5，8，13，21，34, 55 这 9 个 数 〈 它 们 恰好 是 裴 波 那 契 数列 的 前 几 
个 数 ) 中 ,每 两 个 数 的 和 各 不 相等 〈 对 此 可 用 数学 归纳 法 证 明史 ) 。 

于 是 可 将 这 9 个 篮 编 上 序号 ， 并 按 表 7-6 所 示 取 出 酒杯 的 个 数 。 


表 7-6 
仅 的 序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 合计 
取出 酒杯 的 个 数 1 2 3 5 8 13 2 34 55 142 


如 果 每 个 酒杯 的 质量 都 是 20 克 ， 称 一 次 则 有 (20 x 142 = ) 2840 
殉 。 由 于 有 2 个 复 里 的 酒杯 每 个 重 25 克 ， 因 此 ， 实 际 所 称 的 质量 将 大 
于 这 个 总 质量 。 这 样 ， 可 将 实际 称 量 比 2840 元 多 出 的 质量 ， 除 以 两 种 


Q@ 以 意大利 数学 家 斐 波 那 契 (Fibonacci) 命名 的 斐 波 那 契 数列 是 : 
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 

这 个 数列 从 第 三 个 数 开始 ， 每 个 数 都 是 前 两 个 数 的 和 。 这 里 所 取 的 9 个 数 是 由 el = 1， 
az =2，a, =as_2 +G4s_1 得 到 的 。 现 在 用 数学 归纳 法 证 明 : 在 这 样 得 到 的 斐 波 那 契 数 中 ， 每 两 
个 数 的 和 各 不 相等 。 

显然 ， 数 列 1， 2，3 ， 每 两 个 数 的 和 各 不 相等 。 

假设 在 数列 1，2，3，…，u; 中 ， 每 两 个 数 的 和 各 不 相等 ， 那 么 其 中 两 个 数 的 和 之 最 大 者 
是 _1 +w。 现 在， 考察 添上 一 个 数 ,1 后 的 数列 ， 这 时 新 增 的 两 个 数 的 和 是 由 忆 ,1 分 别 与 
1，2，3，-…， 忆 相 加 得 到 的 。 由 于 1，2，3，…，uwi 是 严格 的 递增 数列 ， 这 些 新 增 的 两 个 数 
的 和 各 不 相等 。 另 外 ， 这 些 新 增 的 两 个 数 的 和 之 最 小 者 是 由 +1。 由 于 wi +=uir1， 可 
得 wii +u <wusrl +1。 因 此 ， 原 有 两 个 数 的 和 都 比 新 增 两 个 数 的 和 小 。 这 样 ， 数 列 1，2， 
3 ，…，wi，w+! 中 的 每 两 个 数 的 和 就 各 不 相等 。 

综 上 所 述 ， 命 题 获 证 。 
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不 同 酒杯 单个 质量 之 差 (25 -20 = ) 5 克 ， 得 到 每 个 重 25 克 酒 杯 的 个 
数 。 进 而 ， 由 于 上 述 某 两 个 数 的 和 是 各 不 相等 的 ， 这 样 就 可 以 唯一 地 确 
定 每 个 重 25 克 的 酒杯 在 哪 2 个 管 中 。 例 如 ， 用 案 秤 称 一 次 有 3115 克 ， 
比 2840 克 多 了 275 克 。 这 就 说 明 其 中 有 (275 :5 = ) 55 个 酒杯 是 每 个 
重 25 元 的 。 哪 2 个 复 中 取出 的 酒杯 共有 SS 个 呢 ? 由 于 在 上 述 所 取出 酒 
标的 个 数 中 ， 有 且 仅 有 21 +34 =55。 因 此 ,可 以 “对 号 和信 座 ”地 确定 
每 个 重 25 克 的 酒杯 是 在 第 7 个 秒 与 第 8 个 黎 中 。 

这 里 ， 一 个 管 最 多 要 取出 55 个 酒杯 ， 合 计 取 出 142 个 酒杯 ， 能 不 
能 减少 呢 ? 这 是 值得 考虑 的 问题 ， 它 关系 到 方案 能 否 进 一 步 优化 。 容 易 
党 察 到 : 对 于 上 面 从 斐 波 那 契 数列 中 得 到 的 9 个 数 ， 如 果 都 分 别 减 去 
1， 那 么 新 得 到 的 9 个 数 ， 也 是 每 两 个 数 的 和 各 不 相等 的 。 这 样 ， 就 得 
到 一 个 新 的 取出 酒杯 的 方案 ( 表 7-7)9。 

表 7-7 


禾 的 序号 ] 2 3 4 5 6 了 8 9 合计 
取出 酒杯 的 个 数 0 1 5 4 7 12 20 33 54 133 


从 斐 波 那 页 数列 中 可 以 得 到 每 两 个 数 的 和 各 不 相等 的 几 个 数 。 然 
而 ， 要 得 到 每 两 个 数 的 和 各 不 相等 的 几 个 数 ， 却 未 必 一 定 要 从 斐 波 那 契 
数列 中 得 到 。 笔 者 经 过 计算 ， 得 到 更 为 优化 的 方案 ( 表 7-8)。 
表 7-8 


禾 的 序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 合计 
取出 酒杯 的 个 数 0 1 2 4 8 15 24 29 34 117 


这 里 ， 检 验 的 工作 留 给 读者 ; 34 个 是 否 最 小 也 留 给 读者 进一步 思考 。 


中 ”另外 也 容易 党 察 到 ， 还 有 一 个 与 之 “对 偶 ” 的 方案 。 如 果 用 54 分 别 减 去 上 面 从 斐 波 
那 契 数 列 中 得 到 的 9 个 数 ， 那 么 新 得 到 的 9 个 数 : 54, 53,，52,，50, 47, 入，34,，21, 0, 也 
是 每 两 个 数 的 和 各 不 相等 的 ， 一 个 管 最 多 要 取出 的 酒杯 也 是 54 个。 但是， 合计 取出 的 酒杯 将 
达到 353 个 。 一 般 不 采用 这 样 的 方案 。 
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(3) 有 10 只 箱 ， 每 只 箱 里 都 装 有 230 颗 球 ， 其 中 有 7 只 箱 装 成 品 
球 ， 每 颖 重 1 千克 ， 妨 有 3 只 箱 效 半成品 球 ， 每 颗 重 1. 2 千克。 用 一 全 
磅 秤 只 称 一 次 ， 如 何 找 出 装 半 成 品 球 的 那 3 箱 呢 ? 

根据 上 面 的 启迪 ， 仿 照 翡 波 那 契 数 列 的 构造 办 法 。 令 ui = 1，w, = 
2 W312 30. 11, 20 37; 
68，125 ，230。 合 计 503 个。 另外， 笔者 经 过 计算 ， 得 到 如 表 7-9 的 更 
为 优化 的 方案 。 


表 7-9 
箱 的 序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 
取出 球 的 颗 数 0 1 2 4 7 13 24 44 8l 139 315 


同样 地 ， 这 里 的 具体 操作 和 检验 工作 留 给 读者 ; 139 颗 是 否 最 小 也 
留 给 读者 进一步 思考 。 

至 此 ， 读 者 该 是 有 办 法 解决 4 箱 次 品 、5 箱 次 品 的 情况 吧 ! 

最 后 ， 如 果 次 品 的 箱 数 未 知 ， 那 该 怎么 办 呢 ? 

(4) 有 10 个 袋 ， 每 袋 都 装 1000 个 纽扣 。 已 知 这 10 袋 中 混杂 有 若 
干 袋 装 的 都 是 次 品 纽扣 。 每 个 成 品 纽扣 的 质量 都 是 $ 克 ， 每 个 次 品 纽扣 
的 质量 都 是 4 克 。 你 能 用 一 台 带 有 夸 码 的 天 平 称 一 次 ， 把 装 有 次 品 纽扣 
的 那些 袋子 查 出 来 吗 ? 如 何 称 呢 ? 

用 二 进 制 知识 来 解答 这 个 问题 。 先 把 这 10 个 袋 编 上 号 码 ， 依 次 取 
出 1 (=2 ),2 (=2),4 (=2)，…，5l2 (=2 ) 个 纽扣 ,共有 
1023 个 。 符 每 个 纽扣 都 是 成 品 ， 称 一 次 则 有 “(5 x 1023 = )5115 克 。 因 
为 有 些 袋 内 装 的 纽扣 是 次 品 ， 因 此 实际 所 称 的 重量 将 小 于 这 个 总 重量 。 
由 于 每 个 次 品 纽扣 比 每 个 成 品 轻 (5 -4 = )1 克 ， 这 样 就 可 以 根据 实际 
称 量 比 5115 克 小 的 重量 ， 来 确定 次 品 在 哪些 袋 中 。 例 如 ， 称 一 次 有 
4730 克 ， 比 5115 克 小 385 克 。 这 说 明 其 中 有 (385 :1 = )385 个 纽扣 是 
次 品 。 由 于 把 385 表示 为 2 的 客 和 有 且 仅 有 一 种 形式 ，383 =1 +128 + 
256 =2 +2 +2 ， 因 此 可 以 推断 出 次 品 分 别 在 第 1 袋 、 第 8 袋 、 第 9 

153 


的 数学 


rere 


进位 制 与 数学 游戏 


袋 中 。 

从 这 道 题 中 不 难 知道 ， 运 用 二 进 制 知识 也 可 以 解答 前 面 的 几 道 题 。 
因此 ， 运 用 二 进 制 知识 的 解答 具有 通用 性 。 能 够 运用 三 进 制 的 知识 解答 
这 一 类 游戏 问题 吗 ? 继续 思考 这 样 的 问题 。 

(5) 现 有 10 箱 螺 丝 钉 ， 正 品 螺丝 钉 的 质量 为 10 克 ， 但 这 10 箱 中 
混 进 了 2 箱 次 品 ， 次 品 的 外 观 与 正品 没有 区 别 ， 只 是 一 箱 次 品 比 正 品 少 
1 克 ， 另 一 箱 次 品 比 正品 少 2 克 。 请 设计 一 种 方案 ， 用 电子 秤 只 称 一 次 
将 这 两 箱 次 品 找 出 来 。 

这 里 次 品 不 止 一 箱 ， 且 每 箱 次 品 的 重量 比 正品 少 的 数量 不 同 。 我 
们 可 以 运用 三 进 制 的 知识 ， 设 计 出 它 的 查找 方案 : 先 将 箱子 编 上 号 。 
接着 ， 从 第 一 箱 中 取出 1 只 螺丝 钉 ， 第 二 箱 中 取出 3 只 螺丝 钉 ， 第 三 
箱 中 取出 9 只 螺丝 钉 ，…， 第 十 箱 中 取出 (3”= ) 19683 只 螺丝 钉 。 
再 把 这 1 +3 +9 +… +19683 =29524 只 螺丝 钉 放 在 一 起 称 一 次 。 如 果 
全 是 正品 ， 应 为 295240 克 。 现 有 次 品 ， 所 以 称 的 重量 比 这 个 标准 重 
量 轻 。 

若 称 的 重量 比 标准 重量 轻 15 克 ， 因 为 13 =9 +2 x3， 即 把 十 进 数 
15 写成 三 进 数 为 120， 可 知 第 二 箱 每 只 螺丝 钉 比 正品 少 2 元 ， 第 三 箱 每 
只 螺丝 钉 比 正 品 少 1 元 。 

若 称 的 重量 比 标准 重量 轻 495 克 ， 因 为 495 =243 x2 +9， 即 把 十 进 
数 495 写成 三 进 数 为 200100 ， 可 知 第 三 箱 每 只 螺丝 钉 比 正品 少 1 克 ， 第 
六 箱 每 只 螺丝 钉 比 正品 少 2 克 。 

由 于 每 个 十 进 数 都 可 以 唯一 地 表示 为 一 个 三 进 数 ， 所 以 只 称 一 次 ， 
根据 这 个 三 进 数 的 表示 式 可 以 把 装 次 品 的 箱 找 出 来 。 

由 上 面 的 分 析 可 知 ， 这 类 只 称 一 次 找 出 次 品 问题 的 解法 与 进位 制 的 
知识 有 着 密切 的 关系 。 在 实际 生活 中 ， 未 必 都 有 使 用 如 此 的 检查 方法 ， 
但 是 研究 它 对 开发 智力 、 培 养 能 力 有 着 一 定 的 推动 作用 则 是 不 言 而 
喻 的 。 
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现在 再 来 研究 男 一 类 夏 秤 称 珠 游戏 。 这 一 类 战 秤 称 珠 游戏 ， 也 是 真 
珠 与 伪 珠 混杂 ， 从 外 表 无 法 辨别 、 区 分 真珠 与 伪 珠 ， 真 珠 的 颗 重 均 相 
等 ， 伪 珠 的 颗 重 也 均 相 等 ， 然 而 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 。 这 一 类 丰 秤 称 
珠 游戏 的 特点 是 ， 伪 珠 的 颗 数 一 般 不 止 一 颗 ， 有 的 颗 数 已 知 ， 有 的 颗 数 
未 知 ， 要 求 在 已 知 真珠 与 伪 珠 各 自 颗 重 的 条 件 下 ， 在 若干 里 珠 中 ， 用 不 
秤 至 少 称 几 次 ， 才 能 分 清真 珠 与 伪 珠 。 下 面 来 看 几 道 题 : 

(1) 有 4 颗 珠 (DOD@@， 但 不 知 其 真 、 伪 ， 仅 知 真珠 的 颗 重 为 m， 
伪 珠 的 颗 重 为 n,m 关 n。 现 有 一 杆 很 准 的 战 入， 至 少 要 称 几 次 才能 把 真 
珠 、 伪 珠 区 分 开 来 ? 称 法 如 何 ? 

根据 前 面 的 探讨 ， 在 已 知 真珠 颗 重 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 
时 ， 对 于 4 颗 珠 ， 用 碾 秤 至 少 称 n = [log,4] +1 =3 次 ， 总 能 确定 是 否 混 
杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 。 而 本 题 伪 珠 的 颗 数 未 明 ， 情 况 较为 复 
杂 ， 看 来 至 少 需要 称 3 次 才 总 能 解决 问题 。 因 为 用 一 颗 颗 称 量 的 办 法 ， 
4 颗 珠 称 4 次 ， 知 道 了 各 珠 的 颗 重 ， 就 一 定 能 把 真珠 、 伪 珠 区 分 开 。 所 
以 ， 这 里 探讨 本 题 至 多 称 3 次 的 称 法 。 

不 妨 先 考虑 本 题 的 编码 称 法 。 仍 然 采用 前 面 的 规定 : 对 于 二 进 
数 编码 ， 每 一 次 都 是 遇 “0” 不 上 秤 称 ; 遇 “1” 上 秤 称 。 以 二 进 数 
编码 第 一 位 为 “1” 的 珠 称 第 一 次 ; 第 二 位 为 “1” 的 珠 称 第 二 
次 ; …… 这 样 ， 每 一 组 编码 就 对 应 着 一 种 称 量 方案 。 由 于 每 颗 珠 都 
有 是 伪 珠 与 不 是 伪 珠 两 种 可 能 ， 因 此 4 颗 珠 有 着 (2 x2 x2 x2 = )16 
种 可 能 的 伪 珠 情况 。 我 们 所 寻求 的 称 量 方案 ， 应 能 区 分 这 16 种 可 能 
的 伪 珠 情况 。 z 

我 们 知道 ， 在 已 知 真珠 与 伪 珠 各 自 颗 重 的 条 件 下 ， 如 果 拿 1 颗 珠 来 
称 ， 根 据 称 量 的 结果 ， 能 知道 它 是 否 伪 珠 。 也 就 是 说 ， 能 知道 没有 伪 
珠 ， 还 是 有 一 颗 伪 珠 。 如 果 拿 2 颗 (或 3 颗 、4 颗 ) 珠 来 称 ， 根 据 称 量 
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的 结果 ， 能 知道 伪 珠 的 颗 数 吗 ? 先 来 考察 2 颗 珠 的 情况 。 显 然 ，2 颗 珠 
的 质量 为 2m 时 ， 没有 伪 珠 ; 质量 为 m+n 时 ， 有 一 上 颗 伪 珠 ; 质量 为 2n 
时 ， 有 两 颗 伪 珠 。 拿 3 颗 (或 4 颗 ) 珠 来 称 ， 也 可 以 作出 类 似 的 判断 。 
现在 ， 采 用 如 下 的 记 法 : 没有 伪 珠 记 为 0; 有 一 颗 伪 珠 记 为 1; 有 两 颗 
伪 珠 记 为 2; …… 这 样 ， 每 称 一 次 ， 就 有 一 个 数目 。 称 了 3 次 以 后 ， 依 
其 称 的 顺 次 ， 从 左 到 右 就 组 成 了 一 个 三 位 数 。 为 此 ， 我们 所 寻求 的 称 量 
方案 ， 应 能 针对 16 种 可 能 的 伪 珠 情况 ,使 其 有 着 互 不 相同 的 三 位 数 。 
当 每 一 种 可 能 的 伪 珠 情况 与 三 位 数 构成 一 一 对 应 时 ， 就 既 可 以 由 伪 珠 情 
况 得 到 三 位 数 ， 也 可 以 由 三 位 数 确定 盆 珠 的 情况 了 。 

现在 ， 本 题 的 关键 是 如 何 进行 4 颗 珠 的 一 组 三 位 二 进 数 编码 。 编 码 
妥 膛 循 哪些 原则 呢 ? 显然 ， 每 一 颗 珠 能 且 只 能 有 一 个 编码 。 否 则 ， 一 颗 
珠 有 两 个 或 两 个 以 上 的 不 同 编码 ， 称 珠 时 到 底 该 不 该 让 这 一 颗 珠 上 呢 ? 
就 会 感到 无 所 适 从 ; 两 颗 或 两 颗 以 上 的 珠 有 同一 个 编码 ， 称 后 也 就 无 法 
分 清 熟 真 识 伪 。 这 个 原则 称 为 一 珠 一 码 原则 。 

丸 外 ， 本 题 没 有 说 明 伪 珠 的 颗 数 ， 考 虑 到 每 一 颗 珠 都 必须 上 冬 
称 过 ， 才 能 把 真珠 、 伪 珠 全 部 区 分 开 来 ， 因 而 编码 000 是 不 能 用 的 
(否则 ， 编 码 为 000 的 珠 ， 由 于 没有 上 秤 称 过 ， 当 它 是 伪 珠 时 ， 便 
无 从 作出 判定 )。 男 外 ， 从 考察 本 题 的 3 次 称 法 考虑 ， 超 过 三 位 的 
二 进 数 编码 也 是 不 能 用 的 。 这 是 编码 必须 遵循 的 又 一 个 原则 一 一 有 
所 回避 原则 。 

至 此 , 试 将 (DQ3@9 进 行 如 表 7-10 的 编码 ， 看 看 会 出 现 什么 情况 。 


表 7-10 


二 进 数 编码 
相应 十 进 数 


在 这 样 的 编码 下 ， 第 一次 拿 @ 来 称 ， 第 二 次 拿 @J@ 来 称 ， 第 三 次 合 
QD@ 来 称 。 可 以 得 到 如 表 7-11 的 称 量 结果 。 
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这 里 ， 由 于 每 一 个 二 进 数 编码 都 有 着 与 它 相应 十 进 数 ， 因 此 每 一 种 
伪 珠 情况 就 对 应 着 一 个 十 进 数 。 例 如 ， 包 是 伪 珠 ， 对 应 着 3; @ 人 是 伪 
珠 ， 对 应 着 (2 +4 = )6; GO 由 是 伪 珠 ， 对 应 着 (1+3+4=)8 等 。 如 果 
某 一 种 伪 珠 情况 所 对 应 的 十 进 数 与 众 不 同 ， 那 么 这 种 伪 珠 情况 用 三 位 数 
表示 的 称 量 结果 也 就 与 众 不 同 。 例 如 ，8 在 这 里 是 独一无二 的 ， 它 是 伪 
珠 (DGB@ 所 对 应 的 十 进 数 ， 那 么 伪 珠 (D3 的 称 量 结 果 (001 +011 + 100 
= )112 也 是 独一无二 的 。 如 果 某 两 种 伪 珠 情况 所 对 应 的 十 进 数 相等 ， 
那么 这 两 种 伪 珠 情况 用 三 位 数 表示 的 称 量 结果 ， 可 能 相同 ， 也 可 能 不 
同 。 例 如 ，1 +2 =3， 伪 珠 G@) 的 称 量 结果 是 (001 +010 = )011， 而 伪 珠 
是 的 称 量 结果 也 是 011 ， 两 者 相同 。 又 如 ，1 +4 =2 +3 =5， 伪 珠 心 由 
的 称 量 结果 是 (001 + 100 = ) 101 ， 而 伪 珠 @@) 的 称 量 结果 却 是 (010 + 
011 = )021， 两 者 不 同 。 这 是 为 什么 呢 ? 原来 ， 这 里 001 + 100 = 101 ， 
与 010 +011 =021， 都 是 不 进位 的 。 如 果 人 允许 进位 ， 两 者 就 相同 。 这 种 
情况 并 非 坏 事 ， 倒 是 值得 我 们 注意 和 利用 。 

在 表 7-11 中 ， 两 种 伪 珠 情况 用 三 位 数 表示 的 称 量 结果 是 相同 的 ， 
有 好 几 组 。 在 只 称 3 次 的 条 件 下 ， 这 些 每 一 组 内 的 几 种 伪 珠 情况 都 无 法 
区 分 开 来 ， 因 而 上 述 编码 方案 不 宜 采 用 。 

这 里 启迪 我 们 ， 要 努力 寻求 16 种 伪 珠 情况 用 三 位 数 表示 ee 
果 各 不 相同 的 编码 方案 。 为 此 ， 根 据 有 所 回避 原则 ， 只 能 在 1， 

4, 5, 6, 7 中 ,选取 4 个 十 进 数 ,使 这 4 个 十 进 数 及 其 每 2 个、 ee 
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4 个 十 进 数 所 组 成 的 和 各 不 相等 。 根 据 这 种 情况 ， 经 试验 ， 可 以 选取 3， 
5, 6, 7 这 4 个 十 进 数 。 这 样 ， 就 有 如 表 7-12 一 组 三 位 二 进 数 编码 。 


二 进 数 编码 
相应 十 进 数 


在 这 样 的 编码 下 ， 第 一 次 拿 @@ 来 称 ， 第 二 次 拿 D@@ 来 称 ， 第 
三 次 拿 D@@ 来 称 。 可 以 得 到 如 表 7-13 的 称 量 结果 。 : 


ERNIE 


称 量 结 果 
相应 十 进 数 


这 里 ， 各 种 伪 珠 情况 用 三 位 数 表示 的 称 量 结果 各 不 相同 , “ 伪 珠 情 
况 ” 与 “ 称 量 结果 ”构成 一 一 对 应 ， 因 而 根据 上 述 一 组 三 位 二 进 数 编 
码 进行 3 次 称 量 ， 可 以 据 此 把 真珠 、 伪 珠 区 分 开 来 。 

本 题 的 编码 称 法 至 此 本 可 告 一 个 段落 了 。 然 而 ， 为 了 说 明 前 面 提 及 
的 “倒是 值得 我 们 注意 和 利用 ”的 事 ， 再 来 附带 介绍 一 组 三 位 二 进 数 
编码 〈 表 7-14) 。 


二 进 数 编码 
相应 十 进 数 
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在 这 样 的 编码 下 ， 第 一 次 拿 CG)@ 来 称 ， 第 二 次 拿 山 来 称 ， 第 三 
次 拿 (D3 来 称 。 可 以 得 到 如 表 7-15 的 称 量 结果 。 


表 7-15 


这 里 虽然 仅 有 3 +6=4+5=9， 然 而 伪 珠 中 国 与 伪 珠 四 二 这 两 
种 伪 珠 情况 用 三 位 数 表示 的 称 量 结果 却 是 不 同 的 。 因 此 ， 这 “倒是 
值得 我 们 注意 和 利用 ”的 事 。 这 样 ， 各 种 伪 珠 情况 用 三 位 数 表示 的 
称 量 结果 各 不 相同 ，“ 伪 珠 情况 ”与 “ 称 量 结果 ”构成 一 一 对 应 ， 
因而 根据 上 述 一 组 三 位 二 进 数 编码 进行 3 次 称 量 ， 也 就 可 以 把 真珠 、 
伪 珠 区 分 开 来 。 

从 前 面 的 探讨 中 可 以 知道 ， 为 了 区 分 各 种 可 能 的 伪 珠 情况 ， 我 们 所 
采用 的 一 组 三 位 二 进 数 编码 ， 应 当 使 其 相应 的 十 进 数 及 其 每 2 个 、3 个 
或 4 个 相应 的 十 进 数 所 组 成 的 和 各 不 相等 ， 或 者 只 有 少量 的 几 组 相等 而 
使 其 用 三 位 数 表示 的 称 量 结 果 各 不 相同 。 这 一 编码 必须 遵循 的 原则 简称 
为 : 尽量 异 和 原则 。 

前 面 之 所 以 对 本 题 的 编码 称 法 进行 了 比较 详细 地 探讨 ， 目 的 在 于 阅 
述 解 题 思路 与 编码 原则 。 这 些 对 于 解答 这 一 类 游戏 问题 是 有 指导 意义 
的 。 请 读者 仔细 体会 。 

本 题 还 可 以 有 关联 称 法 ， 它 也 是 需要 3 次 称 量 的 。 现 在 ,顺便 介绍 
如 下 : 

第 一 次 称 帆 四， 当 [G@] =2m 时, 有 [] =[@] =m; 当 [ 吧 @] 
=2n 时 ， 有 QD=@ =n。 随 后 的 称 法 如 表 7-16 所 示 。 
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第 二 次 说 明 第 三 次 说 明 
[@@] =2m [9]=-[@l]- 
[ge@l- |[I9l-I@l- 
| [DO] =2m | 


[@G =2m [OD}=[®@]=m,[@] =hn 
[DY] =2n [DI =[®]=n,[@l=n 
[BO@] =m+n [®@] 天 [WwW] 若 [@@] =m, 则 [@] =n,[@] ee 
[DB] =m+n 
若 [ 四 ] =n, 则 [加 ] =m,[@] =n 


第 一 次 称 Q@, 当 [OO] =m+n 时 ， 有 [QD1z[@]。 随 后 的 称 
法 如 表 7-17 所 示 。 


表 7-17 
BO] -om [OO=nDn  @ 
[@@]=2 |[Ol-[9]-"IOI  @ 


[D]=[®]=[@]=nm, 
由] =3m 
[DO@] [®] -， 


ET 
[9O9] =m+tn |[®]#L®],LD] =[®] a 
[D] =[®] =n, 
(2) 在 5 颗 珍 珠 中 ,， 混 有 两 颗 假 珍珠 。 真 珍珠 的 颗 重 为 10 克 ， 假 
珍珠 的 颗 重 为 11 克 。 你 能 用 万 秤 称 3 次 把 假 珍珠 查 出 来 吗 ? 
把 5 颗 珍 珠 分 别 用 山 GB 约 电表 示 。 考 虑 到 假 珍珠 的 颗 数 已 经 明 
确 ， 用 战 秤 称 的 次 数 也 已 经 明确 ， 从 一 珠 一 码 、 有 所 回避 、 尽 量 异 和 3 
个 原则 出 发 ， 利 用 斐 波 那 契 数列 “每 两 个 数 的 和 各 不 相等 ”的 性 质 ， 
在 韭 波 那 自 数列 的 前 5 个 数 1，2，3，5，8 的 基础 上 ， 取 5 个 十 进 数 0， 
160 


7 式 秤 称 珠 游 戏 


1, 2, 4, 7 (这 里 二 进 数 编码 000 可 以 采用 ， 当 其 他 编码 中 仅 有 一 颗 是 
伪 珠 时 ， 编 码 000 的 珠 ， 虽 然 没有 上 秤 称 过 ， 但 依 题 意 可 断定 它 也 是 伪 
珠 ) ， 进 行 如 表 7-18 的 三 位 二 进 数 编码 。 


二 进 数 编码 
相应 十 进 数 


接着 ,在 上 述 三 位 二 进 数 编码 中 ， 将 第 一 位 为 “1” 的 珍珠 (9 拿 
来 称 第 一 次 ; 第 二 位 为 “1” 的 珍珠 @) 人 ) 拿 来 称 第 二 次 ; 第 三 位 为 “1” 
的 珍珠 Co) 拿 来 称 第 三 次 。 在 第 一 次 三 颗 珍 珠 的 称 量 中 ， 如 果 质 量 是 
20 克 ， 说 明 假 珍珠 不 在 内 ， 记 为 0; 如 果 质 量 是 21 克 ， 说 明 其 中 仅 有 
一 颗 假 珍珠 ， 记 为 1; 如果 质量 是 22 死 ， 说 明 其 中 必 有 两 颗 假 珍珠 ， 
记 为 2。 其 他 几 次 称 量 的 记 法 类 推 。 这 样 ， 称 3 次 之 后 ， 就 能 且 仅 能 出 


现 如 表 7-19 的 (Cs = ) 10 种 情况 。 


表 7-19 


CCCOECOEIEOEOEOEI 
ee 关 厅 罗 吕 加 辣 加 辐 罗 辐 


相应 十 进 数 

这 里 得 到 的 用 三 进 数 表示 的 称 量 结果 互 不 相同 。 就 可 据 此 来 判断 哪 
两 颗 是 假 珍珠 了 。 

(3) 在 7 副手 镯 中 ， 混 有 两 副 假 手镯 。 真 手镯 的 副 重 为 50 元, 假 
手镯 的 副 重 为 45 区 。 你 能 用 威 秤 称 4 次 把 假手 镯 查 出 来 吗 ? 

这 道 题 假手 狗 的 副 数 与 用 成 秤 称 的 次 数 都 已 经 明确 ， 如 果 利 用 非 波 
那 契 数列 “每 两 个 数 的 和 各 不 相等 ”的 性 质 ， 在 斐 波 那 契 数列 的 前 7 
个 数 1，2，3，5，8，13，21 的 基础 上 ， 取 7 个 十 进 数 0，1，2，4，7， 
12，20 ， 进 行 二 进 数 编码 ， 那 么 将 会 出 现 (20 = ) 五 位 二 进 数 10100， 
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这 与 称 4 次 是 不 合拍 的 。 如 果 不 从 斐 波 那 帆 数列 中 得 到 ， 那 么 笔者 经 过 
计算 ， 得 到 每 两 个 数 的 和 各 不 相等 的 7 个 十 进 数 是 0，1，2，4，8，13， 
18, 或 者 0, 1,，2, 7，10，14，18， 对 此 进行 二 进 数 编码 ， 也 会 出 现 
(18 = ) 五 位 二 进 数 10010， 这 与 称 4 次 也 是 不 合拍 的 。 

怎么 办 呢 ? 我 们 设想 进行 两 轮 的 称 量 ,采用 三 位 二 进 数 编码 ， 先 通 
过 第 一 轮 称 量 ， 区 分 其 中 的 一 部 分 ， 然 后 再 对 称 量 结 果 相 同 的 情况 进行 
第 二 轮 称 量 ， 加 以 区 分 。 为 此 ， 我 们 把 7 副手 镯 分 别 用 CGO 
表示 ， 并 用 三 位 二 进 数 进行 如 表 7-20 的 编码 。 


表 7-20 


二 进 数 编码 | 
相应 十 进 数 


接着 ， 在 上 述 三 位 二 进 数 编码 中 ， 将 第 一 位 为 “1” 的 手镯 GO 
拿 来 称 第 一 次 ; 第 二 位 为 “1” 的 手镯 @@(CO 拿 来 称 第 二 次 ; 第 三 位 为 
“1” 的 手镯 C 约 @ 拿 来 称 第 三 次 。 在 3 副手 镯 的 称 量 中 ， 如 果 质 量 是 
150 克 ， 说 明 假手 镯 不 在 内 ， 记 为 0; 如 果 质 量 是 145 区 ， 说 明 其 中 仪 
有 一 副 假手 镯 ， 记 为 1; 如 果 质 量 是 140 克 ， 说 明 其 中 必 有 两 副 假手 锣 ， 
记 为 2。 这 样 ， 称 3 次 之 后 ， 就 能 且 仅 能 出 现 如 表 7-21 的 (C? =) 21 
种 情况 。 
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这 里 ， 称 量 结果 与 众 不 同 的 就 可 以 直接 判断 该 两 副手 镯 是 假手 锣 
了 。 除 外 ，@@ 与 @O@ 的 称 量 结果 同 为 011， 这 时 以 四 @@ 称 之 ， 若 记 为 
0， 说 明 G@)G@ 为 假手 镯 ; 若 记 为 1， 不 可 能 ; 若 记 为 2， 说 明 @D(G@ 为 假手 
锣 。@@ 与 @O@ 的 称 量 结果 同 为 101，@G@) 与 @G@ 的 称 量 结果 同 为 110， 
同 理 进行 第 四 次 称 量 。 对 于 @OD、@@ 与 @@ 的 称 量 结果 同 为 111， 则 
以 OO@ 进 行 第 四 次 称 量 ， 若 记 为 0， 说 明 国 @ 为 假手 镯 ; 若 记 为 1， 
说 明 GB)@ 为 假手 锡 ; 若 记 为 2， 说 明 @G) 为 假手 镯 。 

(4) 在 8 只 金 戒指 中 ， 只 有 一 只 或 两 只 是 真 戒 指 ， 其 他 都 是 伪 戒 
指 。 真 戒指 的 只 重 为 15 克 ， 伪 戒指 的 只 重 仅 有 12 克 。 你 能 用 不 秤 称 6 
次 把 伪 戒 指 查 出 来 吗 ? 称 法 如 何 呢 ? 

在 这 道 题 中 ， 伪 戒指 有 7 只 或 6 只 ， 直 接 查 伪 戒 指 有 所 不 便 。 现 
在 ， 易 位 思考 ， 把 真 戒 指 作为 “ 伪 珠 ”来 查 。 解 答 这 道 题 的 关键 是 构 
造 出 8 个 十 进 数 ， 其 中 每 两 个 数 的 和 各 不 相等 ， 且 不 等 于 原 有 8 个 十 进 
数 中 的 某 一 个 数 。 笔 者 经 过 计算 ， 得 到 的 这 8 个 十 进 数 是 1，2，4，7， 
12,，20, 29,，38。 为 此 ， 把 8 只 金 戒 指 分 别 用 QD@@@@@@ 表 示 ， 
并 用 六 位 二 进 数 进行 如 表 7-22 的 编码 。 


表 7-22 


SR DO ooeleoel ele 


二 进 数 编码 000111 | 001100 | 010100 于 


相应 十 进 数 

接着 ,在 上 述 六 位 二 进 数 编码 中 ， 将 第 一 位 为 “1” 的 戒指 @ 拿 来 
称 第 一 次 ; 第 二 位 为 “1” 的 戒指 @ 中 拿 来 称 第 二 次 ; 第 三 位 为 “1” 
的 戒指 GXO 拿 来 称 第 三 次 ; 第 四 位 为 “1” 的 戒指 CGOC)@ 拿 来 称 
第 四 次 ; 第 五 位 为 “1” 的 戒指 @@@ 拿 来 称 第 五 次 ; 第 六 位 为 “1” 
的 戒指 dX4O 拿 来 称 第 六 次 。 在 第 二 次 两 只 戒指 的 称 量 中 ， 如 果 质 量 是 
24 殉 ， 说 明 真 戒指 不 在 内 ， 记 为 0; 如 果 质 量 是 17 克 ， 说 明 其 中 仅 有 
一 只 真 戒 指 ， 记 为 1; 如果 质量 是 30 克 ， 说 明 其 中 必 有 两 只 真 戒 指 ， 
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记 为 2。 其 他 几 次 称 法 的 记 法 类 推 。 这 样 ， 称 6 次 之 后 ， 就 能 且 仅 能 出 
现 如 表 7-23 的 《Cs + Cz = ) 36 种 情况 。 


表 7-23 


mma ToT Tol ells 
pa 区 
WA | oD | oo | 09 | G0 | a0 | 09 | 0 

0 


这 里 得 到 的 用 六 位 数 表示 的 称 量 结果 互 不 相同 。 可 以 据 此 来 判断 哪 
一 只 或 两 只 是 真 戒 指 O 
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和 ] 信 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 


前 面谈 到 了 研 秤 称 珠 游戏 。 现 在 来 谈 谈 天 平 称 珠 游戏 。 这 里 所 说 的 
天 平 称 珠 游戏 是 不 用 硅 码 的 。 否 则 ， 用 上 夸 码 ， 每 次 都 可 以 称 出 重量 
来 ， 那 与 战 秤 称 珠 游戏 就 没有 什么 区 别 了 。 另 外 ， 天 平 应 十 分 灵敏 ， 鉴 
脚 的 天 平 是 解决 不 了 什么 问题 的 。 

天 平 称 珠 游戏 是 “ 称 珠 问 题 ” 的 典型 代表 。 解 答 此 类 问题 要 依据 
天 平 两 盘 的 轻重 ， 进 行 适当 的 分 析 ， 作 出 合乎 逻辑 的 判断 与 推理 。 这 
样 ， 它 的 难度 将 会 加 大 。 当 然 ， 这 里 面 也 有 某 些 模式 与 技巧 ， 不 遵循 它 
们 ， 问 题 往往 难以 获得 解决 。 

先 来 看 一 道 问题 : 在 7 颗 珠 中 混 有 1 颗 伪 珠 。 真 珠 的 颗 重 均 相 等 ， 
伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 些 (如 果 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 重 些 ， 亦 可 作出 类 似 的 
解答 ) 。 除 此 之 外 ， 在 其 他 方面 找 不 出 它们 的 区 别 。 现 在 有 一 台 不 用 夸 
码 但 又 十 分 灵敏 的 天 平 ， 问 至 少 要 称 几 次 才能 确 有 把 握 把 伪 珠 找 出 来 。 

这 个 问题 ， 若 用 殿 秤 至 少 要 称 3 次 才能 达到 目的 。 前 面 已 经 谈 过 了 
它 的 称 法 。 现 在 改 用 天 平 ， 只 要 称 两 次 就 可 以 了 。 

这 里 ， 先 谈 谈 它 的 关联 称 法 。 为 此 ， 先 介绍 一 下 三 分 式 分 组 : 把 所 
给 的 珠 分 成 三 组 ， 使 得 其 中 有 两 组 珠 的 颗 数 相等 ， 另 一 组 珠 的 颗 数 与 前 
两 组 相等 或 者 接近 相等 。7 颗 珠 可 以 分 为 2，2, 3 三 组 (或 者 分 为 3， 
3，1 三 组 ) 。 然 后 ， 把 珠 的 颗 数 相 等 的 两 组 分 别 放 在 天 平 的 两 盘 上 称 第 
一 次 。 如 果 平 衡 ， 那 么 已 称 的 两 盘 珠 都 是 真珠 ; 伪 珠 在 未 称 的 哪 一 组 
中 。 如 果 不 平衡 ， 那 么 未 称 的 珠 都 是 真珠 ; 伪 珠 在 已 称 的 某 一 盘 中 。 为 
了 便于 表述 ， 把 较 轻 一 盘 的 珠 称 为 “ 轻 盘 珠 ”， 较 重 一 盘 的 珠 称 为 “ 重 
盘 珠 ”。 显 然 ， 若 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 ， 伪 珠 在 “ 轻 盘 珠 ” 内 ; 若 伪 珠 
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的 颗 重 比 真珠 重 ， 伪 珠 在 “ 重 盘 珠 ”内 。 这 道 题 已 经 告诉 我 们 擅 珠 的 
颗 重 比 真珠 轻 些 ， 因 此 只 要 看 哪 一 盘 轻 ， 伪 珠 就 在 哪 一 盘 上 。 这 样 ， 第 
一 次 称 后 就 可 以 把 伪 珠 缩小 到 不 多 于 3 颗 珠 的 范围 内 。 接 着 ， 在 有 伪 珠 
的 那 3 颗 (或 2 颗 ) 中 ， 取 出 其 中 的 2 颗 分 别 放 在 天 平 的 两 盘 上 称 第 二 
次 。 哪 一 盘 轻 ， 伪 珠 就 在 哪 一 盘 上 ; 如 果 天 平平 衡 ， 剩 下 的 哪 颗 就 是 伪 
珠 。 这 样 ， 只 要 称 两 次 就 确 有 把 握 把 伪 珠 查 出 来 。 这 是 三 分 式 的 关联 
称 法 。 

另外 ,还 有 编码 称 法 。 它 有 “ 编 、 称 、 鉴 ”3 个 步骤 。 我 们 知道 ， 
天 平 称 珠 不 同 于 契 秤 称 珠 的 地 方 在 于 ， 天 平 称 珠 每 次 可 能 出 现 3 种 不 同 
的 情况 : 左右 平衡 ， 左 轻 右 重 ， 左 重 右 轻 。 因 此 ， 我 们 可 以 用 三 进 数 的 
知识 来 解决 这 一 类 问题 。“ 编 ”就 是 把 7 颗 珠 进行 三 进 数 编码 。 我 们 规 
定 在 三 进 数 的 某 一 个 数位 上 ， 数 字 是 0 的 珠 放 在 天 平 的 左 盘 ， 数 字 是 1 
的 珠 放 在 天 平 的 右 盘 ， 数 字 是 2 的 珠 不 放 在 天 平 上 DO。“ 称 ”就 是 按照 
所 编 的 编码 放 在 天 平 上 称 。“ 鉴 ”就 是 根据 称 量 的 结果 ， 鉴 别 出 比 真珠 
轻 的 伪 珠 。 其 中 ,“ 编 ”既是 基础 ， 又 是 关键 。 但 是 ， 它 要 顾及 “ 称 ” 
与 “ 鉴 ” 的 需要 。 

进行 三 进 数 编码 要 遵循 哪些 原则 呢 ? 显然 ， 首 先 要 遵循 一 珠 一 码 原 
则 。 这 是 不 言 而 喻 的 。 

另外 ， 两 位 三 进 数 编码 有 9 个 : 

00, 01, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22 

7 颗 珠 只 要 用 7 个 两 位 三 进 数 编码 就 够 了 ， 那 么 应 删 去 哪 2 个 呢 ? 
如 果 随 便 删 去 2 个 编码 ， 那 么 就 可 能 造成 剩 下 编码 的 某 一 数位 上 的 0 与 
1 的 总 个 数 不 等 ， 这 就 意味 着 放 上 天 平 的 左 盘 与 右 盘 的 珠 的 颗 数 不 等 。 
这 样 称 量 出 来 的 结果 难以 利用 。 因 此 ， 进 行 三 进 数 编码 ， 还 必须 遵循 另 
一 个 原则 一 一 两 盘 等 颗 原则 。 它 要 求 所 采用 的 三 进 数 编码 的 每 一 个 数位 


@ 还 可 以 采用 其 他 的 规定 。 例 如 ， 规 定 在 三 进 数 的 某 一 个 数位 上 ， 数 字 是 0 的 珠 不 放 在 
天 平 上 ， 数 字 是 1 的 珠 放 在 天 平 的 左 盘 ， 数 字 是 2 的 珠 放 在 天 平 的 右 盘 等 。 从 理论 上 说 ， 每 一 
种 规定 都 是 可 以 的 。 读 者 将 会 体会 到 这 里 所 采用 规定 的 好 处 。 
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上 的 0 与 1 的 总 个 数 都 是 相等 的 ，2 的 总 个 数 不 受 限制 。 

由 于 全 体 两 位 三 进 数 编码 每 一 个 数位 上 的 0 与 1 的 总 个 数 都 是 3 
个 ， 因 此 我 们 只 要 在 某 一 个 数位 上 删 去 同 数 个 的 0 与 1， 就 可 以 保持 两 
盘 等 颗 原 则 了 。 这 里 ，2 的 总 个 数 不 必 考察 ， 观 察 每 一 个 数位 上 0 与 1 
的 总 个 数 。 可 以 看 出 ， 如 果 把 某 一 个 编码 的 0 换 作 1、1 换 作 0，2 不 变 
动 ， 那 么 可 以 得 到 另 一 个 编码 ; 反之 ， 再 把 另 一 个 编码 的 0 换 作 1、1 
换 作 0，2 不 变动 ， 又 可 以 得 到 原 有 的 编码 。 为 了 便于 叙述 ， 我 们 把 这 
样 的 两 个 编码 称 为 “互补 码 ”。 在 所 有 的 9 个 两 位 三 进 数 编码 中 ， 可 以 
找到 4 对 这 样 的 互补 码 ， 而 22 是 单独 的 : 

00 01 02 20 
| | | | 22 
ll1 10 12 21 

可 以 看 到 : 每 一 对 互补 码 各 个 数位 上 的 0 与 1 都 是 同 数 个 的 。 因 
此 ， 随 意 删 去 一 对 互补 码 ， 就 可 以 留 下 符合 两 盘 等 颗 原 则 的 编码 。 例 
如 ， 删 去 02 与 12 这 两 个 编码 后 ， 在 剩 下 的 7 个 两 位 三 进 数 编码 中 ， 第 
一 位 有 2 个 “0”, 2 个 “1”， 第 二 位 有 3 个 “0?,， 3 个 “1”。 

现在 第 一 次 使 用 天 平 ， 把 编码 第 一 位 数字 是 0 的 2 颗 珠 ， 放 在 天 平 
的 左 盘 ， 把 编码 第 一 位 数字 是 1 的 2 颗 珠 ， 放 在 天 平 的 右 盘 ， 把 编码 第 
一 位 数字 是 2 的 珠 ， 不 放 在 天 平 上 。 由 于 已 经 知道 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 
轻 ， 因 此 这 一 次 称 量 的 结果 如 果 是 左 轻 ， 那么 就 可 以 知道 伪 珠 放 在 左 
盘 ; 它 的 编码 第 一 位 数字 是 0; 左 重 则 是 1; 平衡 则 是 2。 这 样 ， 第 一 次 
使 用 天 平 的 结果 就 可 以 判定 伪 珠 编码 的 第 一 位 数字 是 什么 。 接 着 ， 用 类 
似 的 方法 ， 通 过 第 二 次 使 用 天 平 ， 可 以 判定 伪 珠 编码 的 第 二 位 数字 是 什 
么 。 经 过 两 次 称 量 ， 就 可 以 确定 伪 珠 的 两 位 三 进 数 编码 。 例 如 ， 用 天 平 
称 珠 ， 第 一 次 、 第 二 次 称 量 的 结果 依次 是 左 轻 、 左 重 ， 那 么 就 可 以 知道 
伪 珠 的 编码 是 01， 因 而 也 就 找到 了 这 颗 伪 珠 。 

还 可 以 采用 删 去 其 他 一 对 互补 码 的 方法 。 由 于 这 里 共有 4 对 互补 
码 ， 因 此 可 以 得 到 4 种 不 同 的 编码 称 法 。 
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在 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 天 平 
称 2 次 ,解决 了 在 7 颗 珠 中 “ 找 出 ”的 问题 。 如 果 把 这 个 问题 推广 到 一 
般 的 情况 ， 将 是 怎样 的 呢 ? 

先 来 看 看 ， 在 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 
时 ， 用 天 平 称 次 ， 最 多 能 在 多 少 颗 珠 中 “ 找 出 ” 呢 ? 

由 于 用 天 平 称 珠 ， 称 一 次 可 能 出 现 3 种 不 同 的 情况 ; 称 两 次 可 能 出 
现 3 x3 =9 种 不 同 的 情况 ; ……… 因此 ， 在 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 的 条 件 
下 ， 用 天 平 称 n 次 ， 只 可 能 在 不 超过 m=3" 颗 珠 中 ， 找 出 混杂 在 内 的 唯 
一 的 一 颗 伪 珠 。 那 么 ， 这 种 可 能 能 够 实现 吗 ? 用 数学 归纳 法 证 明 : 在 伪 
珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 天 平 称 次 
(n 宕 1), 在 m 上 颗 珠 中 (2m<3”)， 总 能 把 伪 珠 找 出 来 (如 果 只 有 1 
颗 球 ， 不 用 称 就 知道 它 是 伪 珠 了 。 因 此 ， 探 讨 m2 的 情况 ) 。 

当 n=1 时 ， 如 果 有 2 或 3 颗 珠 ， 显 然 称 1 次 可 以 “ 找 出 ”。 具 体 称 
法 是 : 从 中 拿 2 颗 珠 分 别 放 在 天 平 的 两 盘 上 称 ， 若 不 平衡 ， 则 已 称 的 哪 
颗 珠 轻 ， 哪 颗 珠 就 是 伪 珠 〈 当 只 有 2 颗 珠 时 就 此 情况 ) ; 若 平衡 ， 则 未 
称 的 哪 颗 珠 就 是 比 真珠 轻 的 伪 珠 。 

假设 当 n =1，…, 4 时 (wu 宇 1)， 命题 均 成 立 ， 即 当 明 确 混杂 一 上 颗 
伪 珠 时 ， 在 不 超过 m =3" 颗 珠 中 ， 用 天 平 称 久 次 ， 总 能 “ 找 出 ”。 那 
么 ， 当 n=wu+1 时 ， 对 于 珠 的 颗 数 m3 ， 先 把 m 颗 珠 按 三 分 式 分 成 
3 组 。 根 据 带 余 除 法 m :+3 = g……r (0 和 <r<2)， 具 体 分 组 情况 如 下 : 
(1) 车 r=0, 分 成 g，g,，g 三 组 。 这 时 m=3g<3"** , 必 有 g<3*。(2) 
车 r=1, 分 成 g，g, q+1 三 组 。 这 时 mz3""!， 且 m3**! -1 (否则 
关 1) ， 因 此 m=3g+1<<3" -2, 必 有 g+1<3*。(3) 若 r=2， 分 成 4 
+1,，g+1, g 二 组 。 这 时 m 关 3**”( 否 则 r 冯 2)， 因此 m =3g 2 
-1， 必 有 g+1<3"*。 总 之 ,在 各 种 情况 所 分 的 三 组 中 ， 都 有 两 组 珠 的 
颗 数 相 等 ， 另 一 组 珠 的 颗 数 与 前 两 组 相等 或 者 接近 相等 ， 同 时 每 一 组 珠 
的 颗 数 都 将 不 多 于 3"。 

现在 ， 拿 珠 的 颗 数 相等 的 两 组 ， 分 别 放 在 天 平 的 两 盘 上 称 第 一 次 。 
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若 不 平衡 ， 则 伪 珠 在 “ 轻 盘 珠 ” 中 ; 若 平衡 ， 则 伪 珠 在 未 称 的 哪 组 珠 
中 。 这 样 ， 称 一 次 剩 下 待定 的 珠 的 颗 数 将 都 不 多 于 3"。 由 归纳 法 假设 ， 
再 称 次 总 能 “ 找 出 ”。 加 上 开始 的 一 次 ， 共 称 w+1 次 。 

综 上 所 述 ， 命 题 获 证 。 

现在 探讨 上 述 问题 之 逆 : 在 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 ， 当 明确 
混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 在 m 颗 珠 中 (m 宇 2)， 用 天 平 至 少 称 几 次 ， 总 能 
“ 找 出 ” 呢 ? : : 

我 们 知道 ， 在 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 
时 ， 用 天 平 称 nn 次 (n 宇 1)， 只 能 在 不 超过 m =3" 颗 珠 中 “ 找 出 ”; 称 
n -1 次， 只 能 在 不 超过 m=3”” 盯 珠 中 “ 找 出 ”。 因 此 ， 在 伪 珠 的 颗 重 
比 真 珠 轻 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 对 于 给 定 的 m 颗 珠 (3”” 
+1<<m<<3") ， 用 天 平 至 少 称 n=[logs(m -1)] +1 次 出 总 能 把 伪 珠 找 
出 来 。 

前 面 探 讨 了 明确 混杂 一 上 颗 伪 珠 的 情况 ， 如 果 是 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 ， 
那 将 是 怎样 的 呢 ? 这 就 是 说 ， 在 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 的 条 件 下 ， 当 至 多 
混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 天 平 称 n 次 ， 在 多 少 颗 珠 中 ,总 能 “确定 、 找 
出 ”% 呢 ? 

显然 ， 这 里 珠 的 颗 数 m 不 能 超过 3”"。 否 则 ， 将 与 前 面 得 到 的 结论 
矛盾 。 因 为 同样 在 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 的 条 件 下 ， 对 于 超过 3" 的 普 颗 
珠 ， 如 果 当 至 多 混杂 一 上 颗 伪 珠 时 ， 用 天 平 称 n 次 ,总 能 “确定 、 找 
出 ”， 那 么 当 明 确 混 杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 天 平 称 同样 的 n 次， 在 同样 的 m 
颗 珠 中 ， 也 总 能 “ 找 出 ”。 

那么 ， 在 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 
用 天 平 称 n 次 (n 宇 1) ， 能 在 m =3" 颗 珠 中 ， 总 能 “确定 、 找 出 ” 吗 ? 
回答 是 不 能 。 可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 论断 。 


@ 由 3? "+1<m<3”"， 考虑 到 m 是 整数 ， 可 得 3" "<<m -1<3"。 进 而 取 对 数 得 n -1 < 
log (m—1) <n, BRn~-1=[logy(m—-1)]。 因此 , n= [loga (m-1)]+l1。 
@) 这 里 只 有 “确定 、 找 出 ”的 问题 ， 而 不 需要 “知道 ” 。 因 为 已 知 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 了 。 
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当 n=1 时 ,命题 显然 成 立 。 这 时 m =3， 把 其 中 的 2 颗 珠 分 放 在 天 
平 的 两 盘 上 称 1 次 。 若 不 平衡 ,固然 可 以 断定 较 轻 的 那 一 颗 珠 是 伪 珠 ; 
但 是 ， 若 平衡 就 只 能 断定 已 称 的 2 颗 珠 都 是 真珠 ， 而 未 称 的 那 一 颗 珠 是 
否 伪 珠 就 无 从 断定 ， 需 要 再 称 一 次 才能 解决 问题 。 

假设 当 n=1，…, 时 (xz>1) ， 命 题 均 成 立 。 即 在 伪 珠 的 颗 重 比 
真珠 轻 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 天 平 称 n” 次 (mn>>1) ,不 
能 在 m =3" 颗 珠 中 “确定 、 找 出 ”。 那 么 ， 当 n=w+1 时 ， 也 应 如 此 。 
下 面 用 反 证 法 来 证 明 。 

如 果 在 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 
天 平 称 +1 次， 能 在 m =3"*! 颗 珠 中 “确定 、 找 出 ”， 那 么 对 3"*! 颗 
珠 ， 第 一 次 使 用 天 平 ， 左 右 两 盘 就 不 能 各 放 多 于 3* 颗 的 同 数 颗 珠 。 否 
则 ， 当 天 平 不 平衡 时 ， 固 然 可 以 断定 伪 珠 在 “ 轻 盘 珠 ” 中 ,但 是 由 于 

” 颗 数 多 于 3* 颗 ， 需 要 再 称 w+1 次 。 加 上 开始 的 一 次 ， 共 称 w+2 次 ， 
才能 解决 问题 。 这 与 用 天 平 称 w+1 次 的 要 求 矛盾 。 

然而 ， 对 3"*! 颗 珠 ， 第 一 次 使 用 天 平 ， 左 右 两 盘 也 不 能 各 放 不 多 
于 3* 颗 的 同 数 颗 珠 。 否 则 ， 当 天 平平 衡 时 ,已 称 的 珠 都 是 真珠 ， 伪 
珠 只 可 能 在 未 称 的 珠 中 。 这 些 未 称 的 珠 不 少 于 3* 颗 ， 再 称 次 不 能 解 
决 问题 ， 否 则 与 归纳 法 假设 矛盾 。 加 上 开始 的 一 次 ， 就 是 共 称 wu +1 
次 才能 解决 问题 。 

综 上 所 述 ， 命 题 获 证 。 

现在 可 以 指出 : 在 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 
伪 珠 时 ， 用 天 平 称 4 次 (n=1), 在 m 颗 珠 中 (2<m<3" -1) ， 总 能 
确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 (如 果 只 有 1 颗 珠 ， 用 天 平 称 
不 出 什么 名 堂 ， 讨 论 这 样 的 问题 是 没有 什么 意义 的 。 因 此 探讨 m>=2 的 
情况 ) 。 对 此 也 可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 : 

当 n=1 时 ，m =2， 显 然 称 1 次 可 以 “确定 、 找 出 ”。 具 体 称 法 是 : 
把 这 2 颗 珠 分 别 放 在 天 平 的 两 盘 上 称 ， 若 不 平衡 ， 则 已 称 的 哪 疾 珠 轻 ， 
娜 颗 珠 就 是 擅 珠 ; 若 平衡 ， 则 没有 伪 珠 。 
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假设 当 n=1，…, 4 时 (wu 宇 1)， 命 题 均 成 立 ， 即 当 至 多 混 林 一 颗 
伪 珠 时 ， 在 不 超过 m =3" -1 颗 珠 中 ， 用 天 平 称 4 次， 总 能 “确定 、 找 
出 ”。 那 么 ， 当 n=w+1 时 ， 对 于 珠 的 颗 数 m 志 3*” -1， 先 把 m 颗 珠 按 
三 分 式 分 成 3 组 。 根 据 带 余 除法 m :3 =g……r (0<r<2)， 具 体 分 组 
情况 如 下 : (1) 车 r =0, 分 成 gs, 9, 9 三 组 。 这 时 m3**! -1, 上 且 
m 关 3**! -2 (否则 r 关 0)， 因此 m=3g<3**! -3， 必 有 gs 到 3 - 1。 
(2) 若 r =1, 分 成 g+1, g+1, gqg -1 三 组 。 这 时 m3”” -1 (否则 
r 关 0)， 因 此 m=3g+1<3”” -2, 必 有 g+1<3,g-1<3*-1。 
(3) 若 r =2, 分 成 g+1, q+1, 9 三 组 。 这 时 ,由 于 m=3g+2<3”*' - 
1， 必 有 9g+1<3",，g 志 3* - 1。 总之， 在 各 种 情况 所 分 的 3 组 中 ， 都 有 
两 组 珠 的 颗 数 相等 ， 每 一 组 珠 的 颗 数 都 不 多 于 3*， 而 另 一 组 珠 的 颗 数 不 
多 于 3* -1。 

现在 ， 拿 珠 的 颗 数 相等 的 两 组 ， 分 别 放 在 天 平 的 两 盘 上 称 第 一 次 。 
若 不 平衡 ， 则 肯定 有 伪 珠 混杂 在 内 。 当 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 时 ， 伪 珠 在 
“ 轻 盘 珠 ” 内 ; 当 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 重 时 ， 伪 珠 在 “ 重 盘 珠 ” 内 。 这 
样 ， 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 的 问题 ， 就 转化 为 明确 混杂 一 颗 伪 珠 的 问题 。 这 
里 每 一 组 珠 的 颗 数 都 不 多 于 3*， 根 据 前 面 探讨 的 结论 ， 可 知 再 称 u 次 ， 
总 能 “ 找 出 ”。 加 上 开始 的 一 次 ， 共 称 uw +1 次 。 知 平衡 ， 则 伪 珠 可 能 
在 未 称 的 哪 组 珠 中 。 这 一 组 珠 的 颗 数 不 多 于 3” - 1。 由 归纳 法 假设 ， 可 
知 再 称 & 次 ， 总 能 “确定 、 找 出 ”。 加 上 开始 的 一 次 ， 也 是 共 称 x +1 次 
解决 问题 。 

综 上 所 述 ， 命 题 获 证 。 z 

现在 探讨 上 述 问题 之 逆 : 在 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 ， 当 至 多 
混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 在 m 颗 珠 中 (m 宇 2)， 用 天 平 至 少 称 几 次 ， 总 能 
“确定 、 找 出 ” 呢 ? 

根据 前 面 的 论述 可 以 知道 ， 在 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 ， 当 至 
多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 天 平 称 n 次 (n 宇 1)， 只 能 在 不 超过 m=3” -1 
颗 珠 中 “确定 、 找 出 ”; 称 n -1 次， 只 能 在 不 超过 m=3”” -1 颗 珠 中 
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“确定 、 找 出 ”。 因 此 ， 在 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 
一 颗 伪 珠 时 ， 对 于 给 定 的 m 颗 珠 (3” <m<3" -1)， 用 天 平 至 少 称 
n=[log3am] +1 次 DO， 总 能 确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 。 


2 二 珠 ”游戏 


前 面 在 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 的 条 件 下 ， 探 讨 了 天 平 称 珠 游戏 问题 。 

这 是 一 类 较为 简单 的 问题 。 现 在 来 探讨 在 只 知 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 
条 件 下 ， 天 平 称 珠 游戏 的 问题 。 
”有 一 道 广 为 流传 的 题目 一 一 “十 二 珠 ” 游 戏 : 在 12 颗 珠 中 ， 至 多 
混 有 !1 颗 伪 珠 。 真 珠 的 颗 重 均 相等 ， 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 。 此 外 ,在 
其 他 方面 找 不 出 真珠 与 伪 珠 的 区 别 。 现 有 一 台 十 分 灵敏 的 天 平 ， 不 用 夸 
码 ， 至 少 要 称 几 次 ， 才 总 能 确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 
知道 伪 珠 比 真珠 轻 还 是 重 ? 

这 个 问题 ， 若 用 不 秤 称 至 少 要 称 4 次 才 总 能 达到 目的 。 现 在 改 用 天 
平 称 ， 则 只 要 称 3 次 就 可 以 了 。 

这 里 打算 先 采用 三 进 数 编码 来 解决 这 个 问题 。 在 遵循 一 珠 一 码 、 两 
盘 等 颗 的 原则 下 ， 假 设 3 次 称 量 的 结果 依次 是 平衡 、 左 轻 、 左 重 ， 那 么 
由 于 未 知 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 轻 还 是 重 ， 因 此 有 两 种 可 能 ， 当 伪 珠 的 颗 重 
比 真珠 轻 时 ， 伪 珠 的 编码 是 201; 当 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 重 时 ， 伪 珠 的 纺 
码 是 210。 这 里 ，201 与 210 是 一 对 互补 码 。 这 就 是 说 ， 在 整 组 编码 中 ， 
如 果 同 时 出 现 某 一 对 互补 码 ， 那 么 由 于 只 可 能 有 一 颗 伪 珠 ， 就 一 时 无 法 
断定 哪 颗 是 伪 珠 了 。 因 此 ， 在 这 一 类 问题 中 ， 进 行 三 进 数 编码 时 ， 还 应 
遵循 一 个 原则 一 一 互补 取 一 原则 。 这 里 ，“ 一 珠 一 码 ”容易 做 到 ， 而 
“两 盘 等 颗 ” 与 “互补 取 一 ” 却 需要 统筹 兼顾 。 


QD 由 3"-' ms3" -1 ,到 是 整数 ， 可 得 3 ! <m<3"。 进 而 取 对 数 , 得 nn -1<logym < 
有 ， 即 二 -1 = log 到 。 因 此 ,，m=[log3m] +1。 
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现在 ， 把 三 位 三 进 数 的 所 有 互补 码 排列 如 下 : 
000 001 002 010 011 012 020 021 022 200 201 202 220 
111 110 112 101 100 102 121 120 122 211 210 212 221 
编码 222 是 单独 的 ， 它 表示 这 颗 珠 3 次 都 不 放 在 天 平 上 称 。 它 是 否 
为 伪 珠 无 从 知道 。 因 此 不 需要 222 这 个 编码 。 除 222 外 ， 共 有 13 对 互 
补 码 。 该 怎么 “互补 取 一 ” ， 才 能 使 它 符合 “两 盘 等 颗 ” 的 原则 呢 ? 这 
里 ， 打 算 从 简 到 繁 地 依次 介绍 3 种 方法 。 
1) 察 序 法 
先 规 定编 码 内 的 序 。 以 编码 的 第 一 位 为 起 点 ， 按 0 一 1 一 2 一 0 的 方 
向 考察 。 例 如 ， 第 一 位 是 0， 若 第 二 位 是 1， 则 说 它 是 升序 的 ; 在 第 二 
位 是 2， 则 说 它 是 降序 的 ;如 果 第 二 位 还 是 0， 就 以 此 为 新 的 起 点 ， 仿 
照 前 面 的 办 法 ， 继 续 考 察 第 三 位 …… 如 果 最 后 一 位 还 是 0， 则 说 它 是 平 
序 的 。 容 易 知 道 ， 任 何 一 对 互补 码 ， 如 果 其 中 一 个 是 升序 的 ， 那 么 另 一 
个 就 是 降序 的 ; 如果 其 中 一 个 是 降序 的 ， 那 么 另 一 个 就 是 升序 的 ; 如 果 
其 中 一 个 是 平 序 的 ， 那 么 另 一 个 也 是 平 序 的 。 | 
对 于 前 面 13 对 互补 码 ， 考 察 它们 编码 内 的 序 。 可 以 知道 ， 这 里 既 
有 升序 的 (在 它 的 前 面 加 上 # 表 示 之 ) ， 又 有 降序 的 、 平 序 的 。 
000 #001 002 #010 #011 #012 020 021 022 #200 #201 #202 #20 
111 110#112 101 100 102 #121 #120 #122 211 210 212 221 
把 这 里 的 12 个 升序 编码 ， 进 行 整理 (一 般 按 三 进 数 从 小 到 大 排 
列 )， 并 经 过 检查 可 以 知道 ， 它 是 一 组 符合 要 求 〈 遵 循 一 珠 一 码 、 两 盘 
等 里 、 互 补 取 一 原则 ) 的 编码 : 
001, 010, 011, 012, 112, 120, 121, 122, 200, 201, 202, 220 ( * ) 
对 于 任何 一 组 符合 要 求 的 编码 ， 都 可 以 进行 换 盘 或 换 次 。 换 盘 的 方 
法 是 这 样 的 : 例如 ， 把 编码 (类 ) 的 各 个 第 二 位 上 的 0 换 作 1、1 换 作 
0 (这 就 意味 着 第 二 次 称 的 左右 两 盘 互 换 ) ， 经 整理 得 到 
000,001, 002, 011, 102, 120, 121, 122, 210, 211, 212, 220 
( 火 火 ) 
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我 们 知道 ， 每 一 次 称 的 左右 两 盘 都 有 换 与 不 换 两 种 情况 ， 这 里 
称 了 3 次 。 因 此 ， 通 过 换 盘 一 共 可 以 得 到 (2 x2 x2 = ) 8 种 不 同 的 
结果 。 

换 次 的 方法 是 这 样 的 : 例如 ,把 (x x ) 的 各 个 编码 第 二 位 上 的 数 
与 第 三 位 上 的 数 互 换 (这 意味 着 第 2 次 称 与 第 3 次 称 互 换 ) ， 经 整理 得 到 

000, 010, 011, 020, 102, 112, 120, 122, 201, 202, 211, 221 (A) 

这 里 称 3 次 ， 其 排列 顺序 有 (3 x2 x1 = ) 6 种 。 因 此， 通过 换 次 
一 共 可 以 得 到 6 种 不 同 的 结果 。 

这 样 ， 任 何 一 组 符合 要 求 的 编码 ， 经 过 换 盘 、 换 次 ， 一共 可 以 得 到 
(6 x8 = ) 48 种 不 同 的 结果 。 由 于 换 盘 、 换 次 是 比较 容易 办 到 的 ， 因 此 
把 (x)，(xx)，(A) 及 其 通过 换 盘 、 换 次 所 得 到 的 整个 编码 集合 
看 作 一 类 ， 以 (A) 为 代表 , 称 (A) 为 本 原 编码 。 

2) 删 换 法 

观察 上 述 三 位 三 进 数 的 13 对 互补 码 ， 要 符合 “两 盘 等 颗 ”、“ 互 补 
取 一 ”的 原则 ， 就 必须 删 去 一 对 互补 码 。 不 论 从 哪 一 个 数位 上 看 ， 含 有 
2 的 互补 码 都 各 有 4 对 。 这 是 不 能 删 去 的 。 而 只 含有 0 与 1 的 互补 码 
(000 一 111，001 一 110，010 一 101 ，011 一 100) ， 应 删 去 一 对 ， 才 有 可 能 
做 到 各 个 数位 上 的 0 与 1 的 个 数 都 是 相等 的 。 删 去 哪 一 对 互补 码 呢 ? 这 里 
并 没有 特别 的 规定 。 因 此 可 以 随意 删 去 一 对 由 0 与 1 组 成 的 互补 码 。 例 
如 ， 删 去 “000 一 111”。 接 着 考察 第 一 行 (考察 第 二 行 亦 可 ) 剩 下 的 12 
个 三 进 数 编码 : 

001, 002, 010, 011, 012, 020, 021, 022, 200, 201, 202, 220 

这 里 第 一 位 上 有 8 个 “0 有 “0” 和 和 3 个 “1”; 第 
三 位 上 有 4 个 “0” 与 4 个 “1”。 除 第 三 位 外 ,第 一 、 二 位 上 的 0 与 1 
的 个 数 都 是 不 相等 的 。 为 此 ， ae 一 位 上 的 4 个 “0” 换 为 

1”, 第 二 位 上 的 1 个 “0” 换 为 1， 而 在 这 同时 又 要 设法 保持 第 三 位 上 
0 与 1 的 个 数 相 等 的 条 件 。 

下 面 提出 一 种 变换 的 方案 : 先 把 002 换 为 它 的 互补 码 112， 这 样 解决 

174 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
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了 第 二 位 上 的 问题 。 这 时 , 第 一 位 上 有 7 个 “0” 和 1 个 “1”。 接着, 把 
022 换 为 它 的 互补 码 122， 把 011 ，200 同时 换 为 它们 的 互补 码 100,211， 
再 把 021，220 也 同时 换 为 它们 的 互补 码 120，221。 经 整理 得 到 如 下 12 
个 编码 : 
001, 010, 012, 020, 100, 112, 120, 122, 201, 202, 211, 221 (B) 
经 检验 ， 这 组 编码 是 符合 要 求 的 。 与 本 原 编码 (A) 相 类 似 ， 把 它 
称 为 本 原 编 码 (B) 。 
3) 综合 法 
现在 全 面 地 考察 这 个 问题 ， 探 讨 一 下 这 个 “十 二 珠 ” 游 戏 ， 可 以 
有 几 组 实质 不 同 〈 即 通过 换 盘 、 换 次 都 不 能 互通 ) 的 本 原 编码 称 法 。 
首先 考虑 第 一 位 为 2 的 4 个 编码 。 在 13 对 互补 码 中 ， 有 4 对 互补 
码 第 一 位 上 的 数 为 2。 它 们 是 : 200 一 211 ，201 一 210 ，202 一 212 ，220 一 
221。 根 据 互补 取 一 原则 ， 当 取 200 时 ， 有 (2 x2 x2 = ) 8 种 取 法 ; 当 
取 200 的 互补 码 211 时 ， 亦 有 8 种 取 法 。 这 两 者 各 有 的 8 种 取 法 ， 存 在 
着 一 一 对 应 的 关系 ,一 种 取 法 确定 之 后 ， 男 一 种 对 应 的 取 法 也 就 确定 
了 。 这 样 ， 就 可 以 对 它们 进行 如 下 的 罗列 : 
200, 201, 202, 220; 211, 210, 212, 221 
200, 201, 202, 221; 211, 210, 212, 220 
200, 201, 212, 220; 211, 210, 202, 221 
200, 201, 212, 221; 211, 210, 202, 220 
200, 210, 202, 220; 211, 201, 212, 221 
200, 210, 202, 221; 211, 201, 212, 220 
200, 210, 212, 220; 211, 201, 202, 221 
200, 210, 212, 221; 211, 201, 202, 220 
从 探讨 本 原 编码 称 法 的 要 求 出 发 ， 考 虑 到 在 上 述 每 一 类 取 法 中 ， 
左边 的 编码 经 过 换 盘 就 成 为 右边 的 编码 ， 反 之 亦 然 。 因 此 ， 只 要 在 
上 述 8 类 左 、 右 每 对 中 ， 任 选 一 种 共有 8 种 取 法 就 可 以 了 。 例 如 ， 
选 如 下 8 种 取 法 : 
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(一 ) 200, 201, 202, 220; (二 ) 200, 201, 202, 221 
(三 ) 200, 201, 212, 220; (四 ) 211, 210, 202, 220 
(五 ) 200, 210, 202,，220; (六 ) 211, 201, 212, 220 
(七 ) 211, 201, 202, 221; ( 八 ) 200, 210, 212, 221 
其 次 ， 考 虑 第 二 位 为 2 的 4 个 编码 。 由 于 前 面 4 个 编码 中 ， 都 已 经 
有 一 个 编码 的 第 二 位 是 2， 所 以 只 要 再 取 3 个 编码 就 可 以 了 。 这 里 有 
(2x2x2=) 8 种 取 法 。 这 8 种 取 法 是 
(1)020 ,021 ,022 ; (2)020 ,021 ,122 ; (3 )020 ,120 ,022; (4)020 ,120 ,122 
(5)121 ,021 ,022;(6)121 ,021 ,122;(7)121,120,022;(8)121 ,120 ,122 
再 次 ， 考 虑 第 三 位 为 2 的 4 个 编码 。 由 于 前 面 在 考虑 第 一 位 为 2 的 
4 个 编码 时 ， 都 已 经 有 一 个 编码 的 第 三 位 是 2; 在 接着 考虑 第 二 位 上 为 
2 的 3 个 编码 中 ， 也 都 已 经 有 一 个 编码 的 第 三 位 是 2， 所 以 只 要 再 取 两 
个 编码 就 可 以 了 。 这 里 有 (2 x2 =) 4 种 取 法 。 这 4 种 取 法 是 
(ji ) 002,，012; (站) 002，102; (证 ) 112, 012; (iy) 112，102 
最 后 ， 综 合 考虑 上 面 的 各 种 情况 。 例 如 ,由 (一 ) (1) (1 ) 得 到 
200，201，202 ，220 ，020，021 ，022 ，002 ，012 
这 里 ， 由 于 第 一 位 上 为 0 的 编码 已 经 超过 4 个 ， 因 此 不 可 能 组 成 符 
合 要 求 的 编码 。 
又 如 , 由 (七 ) (4) (这 ) 得 到 
211, 201, 202, 221, 020, 120, 122, 002,102 
这 里 , 已 经 有 了 9 个 编码 ， 还 应 配 3 个 编码 。 从 第 一 位 上 看 ， 所 配 
的 3 个 数字 应 是 0，0，1; 从 第 二 位 上 看 ， 所 配 的 3 个 数字 应 是 1，1， 
1; 从 第 三 位 上 看 ， 所 配 的 3 个 数字 应 是 0，0，1。 根 据 这 些 情 况 ， 可 知 
还 应 配 上 的 3 个 编码 是 010，011，110。 这 样 ， 经 过 整理 得 到 符合 要 求 
的 本 原 编码 (C)。 
002, 010, 011, 020, 102, 110, 120, 122, 201, 202, 211, 221 (C) 
逐一 考虑 上 述 (8 x8 x4 = ) 156 种 取 法 便 可 以 得 到 全 部 的 解答 。 
而 作为 本 原 编码 有 且 仅 有 如 下 7 组 12 个 编码 
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oggdoooO@o00@C 
000 010 011 020 102 112 120 122 201 202 211 221 
001 010 012 020 100 112 120 122 201 202 211 221 
002 010 011 020 102 110 120 122 201 202 211 221 
000 010 012 022 100 112 120 121 201 202 211 221 
002 010 012 020 100 111 120 122 201 202 211 221 
000 010 012 021 100 112 121 122 201 202 211 220 
001 010 012 022 100 112 120 121 201 202 211 220 


(A) 
(B) 
(C) 
(D) 
(E) 
(F) 
(G) 


这 样 配 上 12 颗 珠 的 序号 ， 就 可 以 得 到 如 上 7 组 本 原 编码 所 分 别 对 


应 的 称 法 ( 表 8-1)。 
表 8-1 


| oo | oo | oo | oo 
@@ oo | 0 | ec 
| 0 | | oo | oo 
aa | 0 | oo | eo | ec 
mm | oo | | oo | oo 
0® | oo | oo | ec 
0 | 6 | | oo | 0 
@@ oa0 | oo | ec 
| oo | 0 | oo | oo 
@@ oo | co | eco 

0@ 

GC 

09 


p> 


中 


Le 


四 


| 


IO | oo | do | © 

9 | Qe® | 0 | 0 

| 各 | 品 | 区 
VE® (20 © DD 


人 


9 


388888888888 se 


这 里 ， 有 趣 的 是 ， 这 7 组 本 原 编码 所 分 别 对 应 的 称 法 ， 第 一 、 二 次 
上 天 平 称 的 珠 的 序号 都 是 相同 的 ， 只 是 第 三 次 称 的 序号 才 有 所 不 同 。 这 
也 许 让 有 的 读者 感到 奇怪 。 其 实 ， 这 是 笔者 刻意 在 通过 换 盘 、 换 次 可 以 
互通 的 编码 集合 类 中 ， 进 行 适当 选择 所 出 现 的 现象 。 如 果 选 择 别 的 编码 
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作为 该 类 的 本 原 编码 ， 亦 是 可 行 的 。 

另外 ， 有 的 读者 可 能 会 问 ， 对 于 如 上 每 颗 珠 的 三 进 数 编码 ， 依 据 第 
一 、 二 、 三 位 数字 ， 数 字 是 0 的 放 在 天 平 的 左 盘 ， 数 字 是 1 的 放 在 天 平 
的 右 盘 ， 数 字 是 2 的 不 放 在 天 平 上 。 每 次 称 可 能 有 平衡 、 左 轻 、 左 重 3 
种 结果 ， 搭 配 起 来 ， 共 有 27 种 。 然 而 ， 在 12 颗 珠 中 ， 可 能 没有 伪 珠 ， 
也 可 能 有 一 颗 比 真珠 轻 的 伪 珠 ， 或 者 有 一 颗 比 真珠 重 的 伪 珠 。 需 要 辨别 
的 却 只 有 (1 + 12 x2 = ) 25 种 。 两 者 不 相 吻 合 ， 是 否 会 导致 矛盾 呢 ? 
事实 上 ， 由 于 在 13 对 互补 码 中 ， 我 们 没有 使 用 一 对 互补 码 ， 因 而 这 一 
对 互补 码 所 对 应 的 两 种 情况 是 不 可 能 出 现 的 。 这 样 ， 就 表明 3 次 使 用 天 
平 能 且 只 能 辨别 25 个 信息 。 以 本 原 编码 (A) 为 例 ， 不 出 现 的 一 对 互 
补 码 是 “001 一 110”。 具 体 情况 如 表 8-2 所 示 。 
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续 表 
第 一 次 第 二 次 第 三 次 
A a 
2 大 各 了 
应 加 不 出 
左 轻 S 
左 和 3 、 
友和 ® 
看 
友和 0 
左 重 @ 
看 © 
在 重 加 
左 重 © 
左 重 © 
志和 不 出 和 
左 重 D 


现在 探讨 “十 二 珠 ” 游 戏 的 关联 称 法 。 

一 般 地 说 ， 在 某 几 颗 珠 中 ， 至 多 混 有 1 颗 伪 珠 。 真 珠 的 颗 重 均 相 
等 ， 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 。 用 天 平 至 少 称 几 次 ， 才 总 能 “确定 、 找 
出 、 知 道 ” 呢 ? 这 是 一 个 有 趣 而 深奥 的 问题 ， 曾 经 引起 不 少数 学 爱好 者 
的 浓厚 兴趣 和 热烈 探讨 。1948 年 , 《控制 论 》 问世 以 来 ， 用 控制 论 的 思 
路 与 方法 来 分 析 论 证 ， 就 显得 颇 为 全 面 科学 而 通俗 易 懂 了 。 

控制 的 概念 与 事物 发 展 的 可 能 性 密切 相关 。 一 般 将 事物 发 展 变化 中 
的 面临 的 各 种 可 能 性 集合 称 为 这 个 事物 的 可 能 性 空间 ; 而 把 实行 控制 
前 、 控 制 后 的 可 能 性 空间 之 比 称 为 控制 能 力 。 若 一 个 事物 控制 前 的 可 能 
性 空间 为 ， 实 行 控制 后 的 可 能 性 空间 为 m， 人 或 工具 对 事物 的 控制 能 
力 为 0， 那么 控制 能 力 的 公式 是 0 = M/m。 

现在 从 控制 能 力 这 个 角度 来 对 “十 二 珠 ” 游 戏 进行 分 析 ， 然 后 提 
出 “十 二 珠 ” 游 戏 的 关联 称 法 。 
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首先 ， 确 定 整个 控制 过 程 要 求 的 控制 能 力 。 在 12 颗 珠 中 ， 需 要 辩 
别 的 情况 有 25 种。 因此， 控制 前 总 的 可 能 性 空间 WM =25。 我 们 的 目标 
是 从 中 确定 一 种 。 因 此 ， 控 制 后 可 能 性 空间 m = 1。 这 样 ， 整 个 控制 过 
程 要 求 的 控制 能 力 1 >M/m =25。 

其 次 ， 考 察 天 平 每 称 一 次 的 控制 能 力 。 显 然 ， 天 平 每 称 一 次 有 3 种 
可 能 性 状态 : 平衡 、 左 轻 、 左 重 。 天 平 每 称 一 次 后 ， 这 3 种 可 能 性 状态 
就 唯一 确定 下 来 了 。 可 能 性 空间 缩小 到 原来 的 三 分 之 一 。 因 此 ， 天 平 每 
称 一 次 的 控制 能 力 为 3。 

现在 可 以 根据 所 要 区 分 不 同情 况 的 数量 来 确定 使 用 天 平 的 次 数 。 显 
然 ， 称 两 次 ， 只 能 区 分 (3” = ) 9 种 不 同情 况 ， 不 能 解决 “十 二 珠 ” 游 
戏 。 称 3 次 ， 总 控制 能 力 为 (3 = ) 27， 超 过 要 求 的 控制 能 力 25。 因 
此 ,“ 十 二 珠 ” 游 戏 用 天 平 至 少 要 称 3 次 。 

假设 第 一 次 称 时 ， 左 盘 放 x 颗 珠 ， 右 盘 放 xz 颗 珠 , . 留 下 yy 颗 珠 。 
知 天 平平 衡 ， 则 伪 珠 可 能 在 y 颗 珠 中 ， 不 知 它 比 真珠 轻 还 是 重 ; 若 天 
平 不 平衡 ， 则 伪 珠 肯定 在 2x 颗 珠 中 ， 且 已 知 其 中 x 颗 是 “ 轻 盘 珠 ”， 
另外 * 颗 是 “ 重 盘 珠 ”。 对 这 两 种 情况 ， 都 还 要 再 称 两 次 才能 解决 问 
题 。 这 里 ，x，y 均 为 正 整 数 ， 且 2x+y=12，2y/9 生 1，2x《/9 生 1。 根 
据 这 些 要 求 ， 解 得 : x=y=4。 

为 此 ， 我 们 将 12 颗 珠 编 上 序号 : OO@O@@@®O@@OOODODD, 分 
成 3 组 : OO@@@, OO@O@O, OWDDD. 第 一 次 的 称 法 如 表 8-3 
所 示 。 


于 8-3 
第 一 次 | 
结果 说 明 
已 称 过 的 DD ~ @@ 都 是 真珠 ， 伪 珠 在 未 称 过 的 @ ~ 多 中 


下 下 时 | 回 -@ 是 真珠 ， 伪 珠 在 D ~ @ 中 。 伪 珠 若 在 轻 盘 上 ， 则 伪 珠 比 真 
珠 轻 ， 否则 ， 伪 珠 比 真珠 重 
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这 里 ， 称 了 之 后 都 可 以 找 出 几 颗 真珠 。 随 后 要 充分 利用 这 些 已 知 的 
真珠 (以 后 ， 用 全 表示 真珠 ) 。 现 在 对 两 种 结果 进一步 探讨 之 : 

(1) 当 第 一 次 称 天 平平 衡 时 ， 伪 珠 在 未 称 过 的 人 @ ~ 中 。 第 二 次 
称 时 ， 假 设 在 未 称 过 的 珠 中 ， 取 w 上 里 称 ， 留 下 v 颗 ， 同 时 为 使 符合 两 盘 
等 颗 原 则 ， 用 已 知 的 真珠 补充 之 。 这 时 ， 若 天 平平 衡 ， 则 伪 珠 可 能 在 ” 
颗 珠 中 ， 不 知 它 比 真珠 轻 还 是 重 ; 奉天 平 不 平衡 ， 则 伪 珠 肯定 在 w 颗 珠 
中 ， 且 可 知 伪 珠 者 在 “ 轻 盘 珠 ” 中 ， 则 伪 珠 比 真珠 轻 ， 否则 ， 伪 珠 就 
比 真珠 重 。 对 这 两 种 情况 ， 都 还 要 再 称 一 次 才能 解决 问题 。 这 里 ，v 和 
v 均 为 正 整 数 ， 目 w +v =4，2w3 和 1，x3 反 1。 根据 这 些 要 求 ， 解 得 : 


3 
这 就 是 说 ， 有 3 颗 珠 放 在 天 平 上 称 ， 男 1 颗 珠 留 下 来 。 不 妨 设 ， 放 
在 天 平 上 称 时 ， 除 作为 补充 的 真珠 外 ， 左 盘 内 珠 的 颗 数 不 少 于 右 盘 ， 这 
样 可 以 有 如 下 几 种 称 法 〈 这 里 只 指出 ， 第 二 次 的 几 种 称 法 。 第 三 次 的 几 
种 称 法 ， 我 们 就 不 一 一 列举 了 ) : 
称 法 1-1: 第 一 次 称 后 未 称 过 的 取 2 颗 为 一 组 ， 第 一 次 称 后 未 称 过 
的 再 取 1 颗 与 1 颗 真珠 为 另 1 组 ， 称 第 二 次 ( 表 8-4)。 


玩 的 数学 
”进位 制 与 数学 游戏 


称 法 1-2: 第 一 次 称 后 未 称 过 的 取 3 颗 为 一 组 ， 任 取 3 颗 真 珠 为 丸 
一 组 ， 称 第 二 次 ( 表 8-5)。 | 


伪 珠 在 @ 四 四 


Ge@ 中 。 伪 珠 比 真 
珠 轻 
平衡 伪 珠 在 D@Q@ 


中 。 伪 珠 比 真 
珠 重 


(2) 当 第 一 次 称 天 平 不 平衡 时 ， 伪 珠 在 已 称 过 的 D ~ @@ 中 。 第 二 
次 称 时 ,假设 在 已 称 过 的 珠 中 ，a 上 颗 取 下 ,5b 颗 不 动 ，e 颗 移 动 位 置 ， 
同时 为 使 符合 两 盘 等 颗 原 则 ， 用 已 知 的 真珠 补充 之 〈 最 多 只 能 有 4 颗 真 
珠 @ ~ @ 可 供 利 用 ) 。 结 果 有 3 种 可 能 : 天 平平 衡 ， 伪 珠 在 取 下 的 a 颗 
珠 中 ; 天 平 不 平衡 ， 仍 然 保 持 第 一 次 的 倾向 ， 伪 珠 在 不 动 的 颗 珠 中 ; 
天 平 不 平衡 ,倾向 与 第 一 次 不 同 ， 伪 珠 在 移动 位 置 的 c 颗 珠 中 。 对 这 3 
种 情况 ， 都 还 要 再 称 一 次 才能 解决 问题 。 

这 里 ，a, b,c 均 为 正 整 数 ,， 日 a +b+c=8, a/3<1, b/3<1,， 
c/3 近 1]1。 

根据 这 些 要 求 ， 解 得 : (a, b, c)= (2, 3, 3) = (3, 2, 3) = 
(3,，3,， 2)。 这 3 组 解 分 别 代 表 了 3 类 不 同 的 第 二 次 称 法 。 至 于 第 三 次 
称 法 ， 在 前 两 次 称 得 的 结果 的 基础 上 ， 就 容易 求解 了 。 
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现在 仍旧 不 妨 设 ， 放 在 天 平 上 称 时 ， 除 作为 补充 的 真珠 外 ， 左 盘 内 
珠 的 颗 数 不 少 于 右 盘 ， 来 说 明 上 述 3 类 不 同 的 称 法 (这 里 只 指出 ， 第 二 


次 的 几 种 称 法 。 第 三 次 的 几 种 称 法 就 不 一 一 列举 了 ) : 


(1) 第 一 次 称 后 ，2 颗 珠 取 下 ，3 颗 珠 不 动 ，3 颗 珠 移动 位 置 。 
称 法 2-1: 第 一 次 称 后 左 盘 取 两 颗 、 右 盘 取 一 颗 为 一 组 ， 第 一 次 称 
后 左 盘 取 另 二 颗 、 右 盘 取 另 一 颗 为 另 一 组 ， 称 第 二 次 ( 表 8-6)。 


表 8-6 
伪 珠 在 @ 图 中 ， A 
i O@ 左 轻 ® 
ne 左 重 ® 
伪 珠 在 OO@G@ 平衡 © 
中 ， 其 他 是 D® 左 轻 OD 
真珠 左 重 @ 
伪 珠 在 国力 回 平衡 加 
中 ,其 他 是 | @@ 左 轻 国 
真珠 左 重 @ 
平衡 不 出 现 
伪 珠 在 @@ 中 ， 
衡 (CO 左 
Oo) 伪 珠 比 真 珠 轻 2 
®© O@ 
GO @@ 伪 珠 在 @Q@G@G 平衡 6 
@® ©© 左 轻 | 中 ,其 他 是 | @@ 左 轻 @ 
真珠 左 重 ®@ 
伪 珠 在 OOG@ 平衡 © 
左 重 左 重 | 中 , 其 他 是 | Q@® 左 轻 ® 
真珠 左 重 @ 
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Ss 
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Fe EI ee NE re Nr 


称 法 2-2: 第 一 次 称 后 左 盘 、 右 盘 各 取 两 颗 为 一 组 ， 第 一 次 称 后 左 
盘 、 右 盘 各 取 一 颗 与 两 颗 真 珠 为 另 一 组 ， 称 第 二 次 〈 表 8-7) 。 


地 和 伪 珠 在 @@ 中 | 人 @ be 
8 ® 
其 他 是 真珠 @ 大 重 
| 伪 珠 在 中 四 四 De 平衡 © 
左 轻 | 中 ， 其 他 是 me 左 轻 中 
真珠 左 重 © 


幼 珠 在 DGO@ | 。。 平衡 © 
4 重 | 中 , 其 他 是 | 6。 | xz | @ 
真珠 左 重 ® 
伪 珠 在 @@ 中 ， i 
平衡 左 轻 
其 他 是 真珠 一 
0 |o0oge 
仿 亲 在 DO@| 。， 。 | 隐 | @ 
Do | 加 | 中 ,其 他 是 | | | @ 
真珠 左 重 @ 
二 伪 珠 在 OOO 。 | 于 ® 
中 ， 其 他 是 | ze | 


真珠 左 重 也 


称 法 2-3: 第 一 次 称 后 左 盘 取 3 颗 与 右 盘 取 2 颗 为 一 组 ， 第 一 次 称 
后 左 盘 取 1 颗 与 4 颗 真 珠 为 另 一 组 ， 称 第 二 次 《〈 表 8-8)。 
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表 8-8 


日 
并 
砍 | op 
网 | 加 


不 出 现 


飞 
党 


伪 珠 在 人 人 鸭 中 ， 
伪 珠 比 真珠 重 


Bt 
艾 
的 


时 
用 
9 


伪 珠 在 中 四 四 
中 ， 伪 珠 比 真 
珠 轻 


长 
车 


Rt Bt 
由 了 向 
SO 


伪 珠 在 多 局 @ 
中 ， 其 他 是 
真珠 


| 
但 
ea 
=3 
洁 


伪 珠 在 人 〇 @@ 中 ， 
伪 珠 比 真珠 轻 


Rt 
页 
SO 


pt 
眶 
的 


伪 珠 在 人 OO 
中 ， 其 他 是 
真珠 


展 
窒 
© 


时 
向 
@ 


Bt 
眶 
© 


伪 珠 在 山名 图 
中 , 伪 珠 比 真 
珠 重 


目 
窒 


Rt Mt 
陋 座 
日 提 的 


Rt | 六 
Rt Bt 世 
莱 向 回 
© 
@ © 


(2) 第 一 次 称 后 ，3 颗 珠 取 下 ，2 颗 珠 不 动 ，3 颗 珠 移 动 位 置 。 
称 法 2-4: 第 一 次 称 后 左 盘 取 2 颗 、 右 盘 取 1 颗 为 一 组 ， 第 一 次 称 
后 左 盘 取 2 颗 与 1 颗 真 珠 为 另 一 组 ， 称 第 二 次 〈 表 8-9) 。 
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过 位 制 与 数学 游戏 
表 8-9 
第 一 次 称 a 
区 珠 在 @O@ 平衡 @ 
中 , 伪 珠 比 真 | @ Q@ 左 轻 | 
i 珠 重 左 重 © 
©®© 和 
oo | oa 的 匠 在 DO | | 2 | 和” 
(4X8) 
@® a 伪 珠 比 真珠 轻 磊 重 ® 
左 轻 伪 珠 在 @@@ 平衡 @ 
左 重 | 中 , 其 他 是 | @ @ 左 轻 | @ 
真珠 左 重 @ 
伪 珠 在 OO@ 平衡 | @ 
中 , 伪 珠 比 真 | @ @ 左 轻 © 
珠 轻 左 重 地 
伪 珠 在 @@@ 平衡 | @ 
ee 中 ,其 他 是 | 图 图 | 左 轻 @ 
真珠 左 重 ® 
左 重 
伪 珠 在 D@ 中 ,| @ 2 人 
伪 珠 比 真珠 重 人 0 


称 法 2-5: 第 一 次 称 后 左 盘 、 右 盘 各 取 2 颗 为 一 组 ， 第 一 次 称 后 左 
盘 取 1 颗 与 3 颗 真 珠 为 另 一 组 ， 称 第 二 次 〈 表 8-10) 。 
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表 8-10 


四 
日 
© | 朴 | 史 

加 | 轨 


苹 
填 


伪 珠 在 由 马 四 
平衡 | 中 ， 其 他 是 


真珠 
伪 珠 在 中 四 中 ， 
伪 珠 比 真珠 轻 
伪 珠 在 @@@ 
左 重 | 中 ， 其 他 是 
真珠 


Rt At 
陈 区 
SO 的 


Rt 所 性 
购 熙 蔬 
©®oO 
EE 
消 


伪 珠 在 @OG@ 
中 ， 其 他 是 


真珠 

伪 珠 在 四 @@ 

左 轻 | 中 ， 其 他 是 
真珠 

伪 珠 在 中 分 中 ， 

伪 珠 比 真珠 重 


(3) 第 一 次 称 后 ，3 颗 珠 取 下 ，3 颗 珠 不 动 ，2 颗 珠 移动 位 置 。 
称 法 2-6: 第 一 次 称 后 左 盘 取 2 颗 、 右 盘 取 1 颗 为 一 组 ,第 一 次 称 
后 左 盘 、 右 盘 各 取 1 颗 与 1 颗 真 珠 为 为 一 组 ， 称 第 二 次 ( 表 8-11)。 


时 时 忌 

而 惰 审 

© 9 
也 


时 时 避 

而 页 窗 

全 名 
© 


Rt Bt 收 
区 了 收 审 
ea 
压 
日 的 涝 


< : Q Rt | 小 
时 时 人 改 
因由 审 
的 
©e 
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表 8-11 
第 一 次 和 ,| 全 
伪 珠 在 @G 芍 由 
中 ， 其 他 是 
GO 真珠 GO 


四 提 日 
OO 


Be 

GO 伪 珠 在 OOGO | “平衡 © 
左 轻 | 中 , 其 他 是 | @@ | zi | @ 
真珠 左 重 | @ 

左 轻 念珠 在 加 中 ， 平衡 ©® 
下 | 左 轻 | @ 

左 重 不 出 现 


伪 珠 在 @O@ 平衡 @ 
中 ， 其 他 是 | . 左 轻 @ 
OD® 真珠 左 重 
OO@ 
© ® 
GO 平衡 © 
: 。 左 轻 ei 左 轻 不 出 现 
左 重 ® 
左 重 伪 珠 在 OO@G@ 平衡 © 


左 重 | 中 ， 其 他 是 左 轻 ©® 
真珠 左 重 由 


称 法 2-7: 第 一 次 称 后 左 盘 取 3 颗 、 右 盘 取 1 颗 为 一 组 ， 第 一 次 称 
后 左 盘 取 !1 颗 与 3 颗 真 珠 为 另 一 组 ， 称 第 二 次 〈 表 8-12) 。 
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表 8-12 


第 一 次 称 EE 
的 结果 轻 重 
伪 珠 在 OO@ 2 @ 
平衡 伪 珠 比 真 |  @O @ 
re DO e 伪 珠 在 OO@Q@ 四 
@ 9@ 2 伪 珠 比 真 中 
© e@ @ 
左 轻 伪 珠 在 @@ 中 ， 人 . 
其 他 是 真珠 ae | 
左 重 | 不 出 现 
伪 珠 在 @@@ @ 
伪 珠 比 真 a © 
D® 四 
OO 
平生 | @ 
ee esr oo | | oe 
左 重 @ 
大 重 伪 珠 在 DOG 平衡 ® 
左 重 | 中 , 伪 珠 比 真 | OO@ 左 轻 ® 
珠 重 左 重 © 


这 里 ， 称 法 1-1 分 别 与 称 法 2-1 ~2-7 搭配 ， 以 及 称 法 1-2 分 别 与 称 
法 2-1 ~2-7 搭配 ， 都 可 以 组 成 一 个 完整 的 “十 二 珠 ” 游 戏 的 关联 称 法 。 

至 此 分 别 探讨 了 “十 二 珠 ” 游 戏 的 编码 称 法 与 关联 称 法 。 这 两 类 
称 法 之 间 有 什么 关系 呢 ? 这 也 是 许多 数学 爱好 者 关心 与 需要 探究 的 问 
题 。 笔 者 认为 ， 这 里 的 每 一 种 编码 称 法 都 可 以 导出 它 相 应 的 关联 称 法 ， 
而 每 一 种 关联 称 法 却 未 必 能 导出 它 相应 的 编码 称 法 。 

事实 上 ， 对 于 任 一 种 编码 称 法 ， 例 如 〈(A) ， 可 以 这 样 导出 它 相应 
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的 关联 称 法 : 第 一 次 ， 与 编码 称 法 相同 ， 仍 以 D ~ @ 放 在 左 盘 上 ，@ ~ 
@ 放 在 右 盘 上 称 。 第 二 次 ， 在 编码 称 法 中 ， 以 DGO@ 放 在 左 盘 上 , @ 
@@@ 放 在 右 盘 上 称 ,而 在 关联 称 法 中 ,车 第 一 次 称 天 平平 衡 ， 由 于 
OD - @ 都 是 真珠 ， 第 二 次 只 要 以 @@ 放 在 左 盘 上 ，@@ 放 在 右 盘 上 称 就 
可 以 了 ; 若 第 一 次 称 天 平 不 平衡 ,由 于 @ ~ @@ 都 是 真珠 ， 第 二 次 只 要 以 
DO @ 放 在 左 盘 上 ，@@@ 放 在 右 盘 上 称 就 可 以 了 。 仿 此 ， 可 以 继续 导 
出 关联 称 法 的 第 三 次 称 的 安排 (这 留 给 读者 作为 练习 ) 。 

然而 ， 对 于 关联 称 法 来 讲 ， 例 如 ， 称 法 1-1 (或 称 法 1-2) 与 称 法 
2-3 搭配 而 成 的 关联 称 法 ， 由 于 在 称 法 2-3 中 ， 有 4 颗 真珠 ， 第 一 次 未 
曾 称 过 ， 第 二 次 都 放 在 右 盘 上 称 。 它 们 的 三 进 数 编码 ， 第 一 位 都 是 2， 
第 二 位 都 是 1。 但 是 ， 第 三 位 却 无 法 安排 ， 使 之 做 到 一 珠 一 码 。 因 此 ， 
并 非 每 一 种 关联 称 法 都 能 导出 它 相应 的 编码 称 法 。 

从 这 里 可 以 看 出 ， 脸 多 人 口 的 “十 二 珠 ” 游戏 的 关联 称 法 较 之 三 
进 数 编码 称 法 更 为 多 样 。 该 怎么 样 用 进位 制 的 知识 或 其 他 数学 知识 进 一 
步 研究 关联 称 法 呢 ? 这 是 留待 有 兴趣 的 数学 爱好 者 继续 探究 的 问题 。 


0,J 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 


前 面 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 
正确 地 解决 了 “十 二 珠 ” 游 戏 。 如 果 把 这 个 问题 推广 到 一 般 的 情况 ， 
在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颖 伪 珠 时 ， 对 于 m 
颗 珠 ， 用 天 平 至 少 称 几 次 ， 总 能 确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ,进而 把 伪 珠 找 出 
来 ， 知 道 伪 珠 比 真珠 轻 还 是 重 呢 ? 

显然 ， 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 如 果 用 天 平 只 称 一 次 ， 
在 两 盘 等 颗 的 前 提 下 ， 知 平衡 就 可 以 断定 不 含有 伪 珠 ， 否 则 就 一 定 混杂 
有 伪 珠 。 但 是 ， 这 里 不 能 找 出 伪 珠 ， 也 无 法 知道 伪 珠 比 真珠 轻 还 是 重 。 
因此 探讨 用 天 平 称 的 次 数 ”>2 的 情况 。 

男 外 ， 当 珠 的 颗 数 m =1，2 时 ， 由 于 没有 参照 的 标准 ， 无 法 确定 
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哪 一 颗 是 伪 珠 ， 探 讨 这 类 问题 是 没有 什么 意义 的 。 因 此 探讨 m>3 的 
情况 。 

我 们 指出 ， 当 m =3 时 ， 用 天 平 称 2 次 总 能 “确定 、 找 出 、 知 道 ”; 
当 m =4 ~11 时 ， 用 天 平 称 3 次 总 能 “确定 、 找 出 、 知 道 ” 。 其 具体 方 
案 ， 可 以 利用 三 进 数 的 知识 ， 仿 照 前 面 的 办 法 进行 编造 。 然 而 ， 更 为 简 
单 的 办 法 是 在 m =12 的 方案 的 基础 上 产生 。 下 面 举 几 个 例子 来 说 明 。 

当 m=11 时 , 对 于 m=12 的 7 组 本 原 编码 的 某 一 组 编码 ， 应 当 不 
用 一 个 编码 。 但 是 ， 不 管 不 用 哪 一 个 编码 ， 剩 下 的 一 组 编码 都 不 能 做 到 
符合 “一 珠 一 码 ”、“ 两 盘 等 颗 *"、“ 互 补 取 一 ”的 三 原则 (请 读者 想 一 
想 其 中 的 道理 ) 。 怎 么 办 呢 ? 只 得 男 寻 出 路 。 我 们 知道 ， 在 形成 m = 12 
的 7 组 本 原 编码 中 ， 都 各 有 一 对 互补 码 删 去 。 现 在 得 用 上 这 一 对 删 去 的 
互补 码 中 的 某 一 个 编码 ， 再 去 掉 两 个 编码 了 。 例 如 ,在 m =12 的 本 原 
编码 (B) 中 ， 用 上 011， 再 去 掉 012，221 得 

000, 001, 010, 011, 112, 120, 121, 122, 200, 201, 212 
另外 , 在 m=12 的 本 原 编码 (B) 中 ， 也 可 以 用 上 100， 再 去 掉 122， 
200 得 | 

000, 001, 010, 012, 100, 112, 120, 121, 201, 212, 221 
这 里 ,请 读者 检验 ， 这 两 组 编码 是 否 符合 三 原则 ， 能 否 解决 我 们 
的 问题 ? 

当 m =10 时 ,可 以 继续 使 用 前 面 的 思路 。 例 如 ,在 m =12 的 本 原 
编码 (A) 中 ,用 上 011， 同 时 去 掉 001 ，210，211 得 

000, 002, 010, 011, 102, 120, 121, 122, 212, 221 
读者 不 难 检验 ， 它 是 符合 三 原则 的 ， 进 而 也 就 可 以 解决 我 们 的 问题 。 

当 m=9 时 ， 可 以 更 直接 地 解决 问题 。 例 如 ， 全 12 的 本 原 编码 
(A) 中 ， 直 接 不 用 000，121，212 得 

001, 002, 010, 102, 120, 122, 210, 211, 221 
把 这 里 的 检验 也 留 给 读者 进行 。 
现在 用 关联 称 法 探讨 一 般 的 情况 。 我 们 指出 ， 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 
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不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 天 平 称 次 (n>2), 在 m 
蜂 珠 〈m>3) 中 ,这 里 mn 满足 3 -= 上 <m< 生 地 3， 总 能 确定 是 否 混杂 


有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道 伪 珠 比 真 珠 轻 还 是 重 。 
根据 带 余 除 法 m +3 =g……r (0 <<r<2)， 对 m 颗 珠 进行 如 下 三 分 
式 的 分 组 : : : 
(1) 厨 r=0， 分 成 9，g，9 三 组 。 这 时 
是 1_1] 3"-1 


ee | 
tk m2 7 +1 (否则 rr 头 0) 
因此 
有 一 | n 
3 1 2 二 <3 一 3 
2 2 
即 
3"-1 +3 3 ”一 3 
2 4 
亦 即 
n-2 n~-l 
3 EL -1 
2 2 
(2) 邦 r=1, 分 成 g+1, g+1， ee 。 这 时 
Me a 
过 2 
因此 
有 一] 
2 i 
2 
即 
及 一 1 
;<3g+1<7 
进而 必 有 
3" ?+1 3" 1_1 3?*-3 3"- -5 
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(3) 车 r=2, 分 成 g+1, q+1, 9 三 组 。 这 时 


n-l n 
i 5 ， mx (否则 r 半 2) 
因此 
| 3 -3 
7 +1<m< 5 一 | 
妈 : 
1 
<3g+2<™ 
进而 必 有 
n-2 n-l n-2 _ nl 
3 pe 5 ， 3 5 SR 5 3 


总 之 ， 在 各 种 情况 所 分 的 3 组 中 ， 前 两 组 珠 的 颗 数 相等 ， 设 均 为 
颗 ，s 满足 


第 三 组 珠 的 颗 数 为 :，t =m 一 2s ,i 满足 s -2<<i<;， 即 
| 
2 2 

现在 从 天 平 称 珠 游 戏 的 初始 问题 出 发 ， 第 一 次 取出 同 数 颗 珠 称 后 ， 
将 会 出 现 两 种 不 同 的 状态 : 第 一 种 状态 ， 由 天 平 不 平衡 产生 ， 未 称 的 珠 
都 是 真珠 ， 伪 珠 肯定 在 “ 轻 盘 珠 ” 或 “ 重 盘 珠 ” 中 ; 第 二 种 状态 ， 由 
天 平平 衡 产 生 ， 已 称 的 珠 都 是 真珠 ， 伪 珠 只 可 能 在 未 称 的 珠 中 。 我 们 要 
在 这 两 种 不 同 状 态 中 “确定 、 找 出 、 知 道 ”。 为 此 ， 分 别 指出 这 两 种 状 
态 的 结论 。 

第 一 种 状态 的 结论 ”在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 用 天 平 称 
5 次 (kk>1),， 在 * 颗 “ 轻 盘 珠 ” 与 * 果 “ 重 盘 珠 ”中 ， 这 里 s 满足 


一 <s<- 了， 借助 已 有 的 不 少 于 * -2 颗 真 珠 ， 总 能 找 出 混杂 在 


内 的 伪 珠 ， 知 道 伪 珠 比 真珠 轻 还 是 重 。 
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这 里 用 数学 归纳 法 来 证 明 。 

当 &=1 时 ，s =1。 由 于 只 探讨 m3 的 情况 ， 这 时 除 1 颗 “ 轻 盘 珠 ” 
与 1 颗 “ 重 盘 珠 ”外 ， 还 至 少 有 1 颗 真 珠 。 把 1 颗 “ 轻 盘 珠 ”( 或 “ 重 盘 
珠 ”) 与 1 颗 真 珠 分 别 放 在 天 平 的 两 盘 上 称 。 知 平衡 ， 则 另 一 颗 珠 是 伪 
珠 ; 大 不 平衡 ， 则 这 颗 珠 就 是 伪 珠 。 均 能 知道 伪 珠 比 真珠 轻 还 是 重 。 

假设 当 k=1，…, ww 时 (ww 宕 1)， 命题 均 成 立 。 这 时 ， 用 天 平 称 


”次 , 在 * 颗 “ 轻 盘 珠 ” 与 ; 颗 “ 重 盘 珠 ”中 ， 其 中 s<” 二 +， 总 能 找 出 
混杂 在 内 的 伪 珠 ， 知 道 伪 珠 比 真珠 轻 还 是 重 。 当 k=w +1 时 ， 对 于 满足 


+ 的 “ 轻 盘 珠 ”与 颗 “ 重 盘 珠 "， 考 虑 到 -二 < 
2 . 31<3 <3 1， 对 ;分 3 种 情况 讨论 。 
(1) 当 - <s<2 . 3-1! 时, 把 s 颗 “ 轻 盘 珠 ” 与 * 颗 “ 重 盘 珠 ” 


分 别 分 成 2 .3 ，3” 与 -3 三 部 分 。 将 2 .3 颗 “ 轻 盘 珠 ”、 
2. 3"“ 颗 “ 重 盘 珠 ” 放 在 天 平 的 A 盘 , 将 3” 颗 “ 轻 盘 珠 ”、3”" ” 晒 


“ 重 盘 珠 ” 与 2 . 3*-? 颗 真珠 (这 是 能 够 办 到 的 ， 因 为 2 3 < 


s -2) 放 在 天 平 的 B 盘 上 称 第 一 次 。 结 果 有 如 下 3 种 可 能 : 
(i) 若 AB 平衡 ， 则 这 两 盘 都 是 真珠 ， 伪 珠 只 能 在 * -3” 晒 “ 轻 盘 
人 3"-! 颗 “ 重 盘 珠 ”中 ， 这 里 ，-3*-1<2 :3:1 一 当 - ‘=3" "< 


， 由 归纳 法 假设 , 再 称 w 次 总 能 解决 问题 。 兴 同 前 而 已 交 的 1 次 


i 
(ii) 阁 A 轻 B 重 ,， 则 伪 珠 只 能 在 A 盘 的 “ 轻 盘 球 ” 与 B 盘 的 “ 重 
盘 珠 ”中 ; 而 A 盘 的 “ 重 盘 珠 ” 与 B 盘 的 “ 轻 盘 珠 ” 都 是 真珠 。 否 
则 ,不 可 能 出 现 A 轻 B 重 的 情况 。 接 着 , 把 A 盘 中 2 .3 颗 “ 轻 盘 
珠 ” 均 分 为 二 ， 放 在 天 平 两 盘 上 称 第 二 次 。 如 果 平 衡 ， 那 么 伪 珠 只 能 在 
B 盘 的 3 颗 “ 重 盘 珠 ” 中 ; 且 知 伪 珠 比 真 球 重 ， 如果 不 平衡 ， 那 么 伪 
194 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


@@ 8 天 平 称 珠 游戏 


珠 只 能 在 第 二 次 称 时 较 轻 一 盘 的 3“ 颗 “ 轻 盘 珠 ” 中 ， 且 知 伪 珠 比 真 
珠 轻 。 这 样 ， 在 已 知 伪 珠 比 真 珠 轻 (或 重 ) 的 条 件 下 ， 对 于 3? 颗 珠 ， 
再 称 4 -2 次 ,连同 已 称 的 2 次 ， 共 称 次 总 能 解决 问题 。 

(ii) 若 A 重 B 轻 ， 则 仿照 ii) 的 办 法 ， 亦 可 知道 共 称 次 总 能 解决 
问题 。 : 
总 之 , 称 w+1 次 ， 对 于 这 里 的 各 种 情况 ， 都 可 以 解决 问题 。 

(2) 当 2 .3 <s<3* 时 ， 把 * 颗 “ 轻 盘 珠 ”与 * 颗 “ 重 盘 珠 ” 分 
别 分 成 3 ,3 与 -2 . 3 三 部 分 。 将 3: 颗 “ 轻 盘 珠 "、3“…! 颗 
“ 重 盘 珠 ” 珠 放 在 天 平 的 A 盘 ， 将 3"-! 颗 “ 轻 盘 珠 "、3"-! 颗 “ 重 盘 珠 " 
放 在 天 平 的 B 盘 上 称 第 一 次 。 结 果 有 如 下 3 种 可 能 : 

(i) 若 AB 平衡 ， 则 这 两 盘 都 是 真珠 ， 伪 珠 只 能 在 。 -2 . 3…: 颗 
“ 轻 盘 珠 ” 与，- 2 和 “ 重 盘 珠 ”中 ， 这 里 。-2 . 3 和 <3* - 


2 . 3-1 =32-1 < ， 由 归纳 法 假设 ， 再 称 u 次 总 能 解决 问题 。 连 同 


前 面 已 称 的 1 次 ， w+1 次 总 能 解决 问题 。 

(ii) 奋 A 轻 B 重 ,， 则 伪 珠 只 能 在 A 盘 的 “ 轻 盘 珠 ” 与 B 盘 的 “ 重 
盘 珠 ”中 ; 而 A 盘 的 “ 重 盘 珠 ” 与 B 盘 的 “ 轻 盘 珠 ” 都 是 真珠 。 否 
则 ， 不 可 能 出 现 A 轻 B 重 的 情况 。 这 样 ， 称 一 次 就 把 伪 珠 的 范围 缩小 


到 3-' 颗 “ 轻 盘 珠 ”与 3" 颗 “ 重 盘 珠 ” 中 。 这 里 3: < 二 +， 由 归 


纳 法 假设 ,再 称 4 次 总 能 解决 问题 。 连 同 前 面 已 称 的 1 次, 共 称 +1 
次 总 能 解决 问题 。 

( 壤 ) 者 A 重 B 轻 ， 则 仿照 (i) 的 办 法 ， 亦 可 知道 其 称 w+1 次 总 
能 解决 问题 。 

总 之 ， ee ER 都 可 以 解决 问题 。 


一 时 , 把 * 颗 “ 轻 盘 珠 ” 与 * 颗 “ 重 盘 珠 ”分 


别 分 成 2.， 3 ，3 ee 三 部 分 。 将 2 . 3 颗 “ 轻 盘 珠 ”， 
2 .3” 颗 “ 重 盘 珠 ” 放 在 天 平 的 A 盘 ,将 3 颗 “ 轻 盘 珠 ”、3” 颗 
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“ 重 盘 珠 ” 与 2. 3” 颗 真 珠 〈 这 是 能 够 办 到 的 ， 因 为 2 3 <3* -2< 
s -2) 放 在 天 平 的 B 盘 上 称 第 一 次 。 结 果 有 如 下 3 种 可 能 : 
(i) 车 AB 平衡 , 则 这 两 盘 都 是 真珠 ， 伪 珠 只 能 在 * -3* 颗 “ 轻 盘 


珠 ”与 -3* 颗 “ 重 盘 珠 ”中 ， 这 里 。 -3' <3 -3* =3 一 ， 由 归纳 
法 假设 ， 再 称 次 总 能 解决 问题 。 连 同 前 面 已 称 的 1 次 ， 共 称 w+1 次 总 
能 解决 问题 

(iD 车 A 轻 B 重 , 则 伪 珠 只 能 在 A 盘 的 “ 轻 盘 珠 ”与 B 盘 的 “ 重 
盘 珠 ”中 ; 而 A 盘 的 “ 重 盘 珠 ”与 B 盘 的 “ 轻 盘 珠 ” 都 是 真珠 。 否 
则 ,不 可 能 出 现 A 轻 B 重 的 情况 。 接 着 ， 把 A 盘 中 2 . 3"' 颗 “ 轻 盘 
珠 ” 均 分 为 二 ， 放 在 天 平 两 盘 上 称 第 二 次 。 如 果 平衡 ， 那 么 伪 珠 只 能 在 
B 盘 的 3-! 颗 “ 重 盘 珠 ” 中 ; 且 知 伪 珠 比 真珠 重 ， 如 果 不 平 衡 ， 那么 伤 
珠 只 能 在 第 二 次 称 时 较 轻 一 盘 的 3"' 颗 “ 轻 盘 珠 ”中 ， 且 知 伪 珠 比 丰 
珠 轻 。 这 样 ， 在 已 知 伪 珠 比 真珠 轻 或 重 的 条 件 下 ， 对 于 3"' 颗 珠 ， 
再 称 -1 次 ， 连 同 已 称 的 2 次 ， 共 称 = + 1 次 总 能 解决 问题 

(ii) 车 A 重 B 轻 ， 则 仿照 (ii) 的 办 法 ， 亦 可 知道 共 称 4+1 次 总 
能 解决 问题 。 

总 之 ， 称 上 + 1 次 ， 对 于 这 里 的 各 种 情况 ， 都 可 以 解决 问题 。 

综 上 所 述 ， 命 题 获 证 。 

现在 着 手 考虑 第 一 种 状态 的 结论 。 在 上 述 三 分 式 的 分 组 中 ， 第 三 组 


珠 的 颗 数 ;满足 一 -3 -3<t<3 下， 对 此 分 两 段 考察 ， 先 考察 1 满足 


3"-?+1 
2 


1 


1 的 情况 ;对 于 4: 满足 


eg 
第 二 种 状态 的 结论 : 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混 


杂 一 里 伪 珠 时 ， 用 天 平 称 大 次 (上 > 1) ， 对 于 + 颗 珠 (3 


<t< 一 的 情况 ， 


和 了 到 


二 地 ) ， 借 助 已 有 的 频数 不 少 于 + 的 真珠 ， 总 能 确定 是 否 混杂 有 伪 珠 ， 


196 


8 天 平 称 珠 游戏 


进而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道 伪 珠 比 真珠 轻 还 是 重 。 
这 里 也 用 数学 归纳 法 证 明之 。 
当 上 =1 时 ,上 =1， 把 这 颗 珠 与 一 颗 真 珠 称 ， 若 平衡 ， 则 没有 伪 珠 ; 
若 不 平衡 ， 则 这 颗 珠 就 是 伪 珠 ， 且 知 伪 珠 比 真珠 轻 或 重 。 
假设 当 上 =1，…, wu 时 (w 之 1)， 命题 均 成 立 。 这 时 ， 用 天 平 称 


ee Re 


3" < _1 


te ,34-1 < 


时 ， 对 于 满足 一 -一 


3* <3 1， 对 1 分 3 种 情况 讨论 。 


(1) 当 - <i<2 . 3"! 时 ， 把 t 颗 珠 分 成 3 与 +-3" 两 部 分 。 


将 3"! 颗 珠 与 同 数 颗 真珠 (这 是 能 够 办 到 的 ， 因 为 3*-! < +1<,) 放 


在 天 平 的 两 盘 上 称 。 若 平衡 ， 则 伪 珠 只 可 能 在 :1-3*-! 颗 珠 中 ,这 里 1- 
3 1<2 . 31-3" 1 =3'!1< ,由 归纳 法 假设 ,再 称 w 次 总 能 解决 


问题 ， 若 不 平衡 ， 则 伪 珠 只 能 在 3”” 颗 珠 中 ， 且 知 伪 珠 比 真珠 轻 (或 
重 )。 这 样 ， 在 已 知 伪 珠 比 真珠 轻 (或 重 ) 的 条 件 下 ， 对 于 3” 颗 珠 ， 
再 称 w -1 次 也 总 能 解决 问题 。 总 之 , 称 w+1 次 ， 对 于 这 里 的 各 种 情 
况 ， 都 可 以 解决 问题 。 

(2) 当 2 .3 <i<3" 时 ， 把 上 颗 珠 分 成 2 . 3 所 :与 上 -2 .3 两 部 
分 。 将 2. 3” 颗 珠 与 同 数 颗 真珠 〈 这 是 能 够 办 到 的 ， 因 为 2 . 3” < 
放 在 天 平 的 两 盘 上 称 。 若 平衡 ， 则 伪 珠 只 可 能 在 上 -2 ' 3” 晒 珠 中 ， 这 
里 1-2 :31<3"-2 .31 -3*-1< 了 一， 由 归纳 法 假设 ,再 称 次 总 
能 解决 问题 ， 若 不 平衡 ， 则 伪 珠 只 能 在 2. 3"-: 颗 珠 中 ， 且 知 伪 珠 比 真 
珠 轻 (或 重 )。 这 样 ， 在 已 知 伪 珠 比 真 珠 轻 (或 重 ) 的 条 件 下 ， 对 于 


2 . 3" 上 颗 珠 ， 再 称 4 次 也 总 能 解决 问题 。 总 之 ， 称 w+1 次 ， 对 于 这 里 
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的 各 种 情况 ， et 

-1 时 ， 把 1 颗 珠 分 成 3* 与 1-3* 两 部 分 。 将 3 
颗 珠 与 同 数 颗 真珠 i 因为 3* <t) 放 在 天 平 的 两 盘 上 称 。 


若 平衡 ， 则 伪 珠 只 可 能 在 + -3* 颗 珠 中 ， 这 里 1- 3" <3 1 -3* = 
WE | 


一 > 一， 由 归纳 法 假设 ， 再 称 次 总 能 解决 问题 ， 知 不 平衡 ， 则 伪 珠 只 


能 在 3* 颗 珠 中 ， 且 知 伪 珠 比 真珠 轻 或 重 ) 。 这 样 ， 在 已 知 伪 珠 比 真珠 
经 (或 重 ) 的 条 件 下 ， 对 于 3* 颗 珠 ， 再 称 ， 次 也 总 能 解决 问题 。 总 之 ， 
称 uw+1 次 ， 对 于 这 里 的 各 种 情况 ， 都 可 以 解决 问题 。 

综 上 所 述 ， 命 题 获 证 。 

根据 上 面 的 证 明 ， 可 以 得 出 如 下 的 推论 ; 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 
的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 天 平 称 丰 -1 次 (4>1)， 对 于 
颗 珠 3 二 3< :<3 1， 借助 已 有 的 颗 数 不 少 于 : 的 真珠 ， 总 能 确定 
是 否 混杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道 伪 珠 比 真珠 轻 还 是 重 。 

这 里 ， 每 一 种 状态 的 结论 在 证 明 的 过 程 中 ， 都 提供 了 一 种 解决 问题 
的 办 法 。 现 在 ， 把 前 面 三 分 式 分 组 中 珠 的 颗 数 均 为 : 的 前 两 组 分 别 放 在 
天 平 的 两 盘 上 称 第 一 次 。 如 果 不 平衡 ,那么 未 称 的 :里 珠 都 是 真珠 ; 伪 
珠 只 能 在 已 称 的 两 盘 中 的 某 一 盘 ， 不 论 在 “ 轻 盘 珠 ”或 “ 重 盘 珠 ”中 ， 
卉 < <3 1。 由 第 一 种 状态 的 结论 可 
知 ， 丈 "1 次 能 解决 问 题 。 如 果 平和 ， 那么 忆 和 的 册 盘 2 大 


是 真珠 ; 伪 珠 只 可 能 在 未 称 的 第 三 组 : 颗 珠 中 。 当 :满足 


(3) 当 3" pe 


生 二 


np, meet omnes 


一 时 ， 由 第 二 种 状态 结论 的 推论 可 知 ， 再 称 ”- 
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2 次 总 能 解决 问题 。 
总 之 ， 从 天 平 称 珠 游戏 的 初始 问题 出 发 ， 第 一 次 称 后 ， 两 种 状态 都 

可 能 出 现 ， 为 总 能 解决 问题 起 见 ， 得 到 的 是 这 样 的 结论 ; 在 伪 珠 的 颗 重 

与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 用 天 平 称 n 次 (n> 


2) ,在 m 颗 球 (m 之 3) 中 ,这 里 mm 满足 一 <m<3 二 ， 总 能 确 


定 是 否 混 杂 有 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道 伪 珠 比 真 珠 轻 还 是 重 。 
接着 探讨 上 述 问 题 之 逆 ， 在 擅 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 
多 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 在 m 颗 珠 中 (m 宇 3)， 用 天 平 至 少 称 几 次 ， 总 能 
“确定 、 找 出 、 知 道 ” 呢 ? 
我 们 知道 ， 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混杂 一 颗 伪 
珠 时 ， 用 天 平 称 次 (k 宇 2)， 可 在 m 上 颗 珠 中 (m 宇 3， 这 里 m 满足 


3 一 下 <m<3- 二 3) “确定 、 找 出 、 知 道 ” 称 4-1 次 ， 只 能 在 满足 


3 -1 <m<3 一 3 的 m 星球 中 “确定 、 找 出 、 知 道 ”。 因 此 ， 在 你 


pi ls 颗 伪 珠 时 ， 对 于 给 定 的 m 


颗 珠 ， 设 m 满 足 3 lm<33, 用 天 平 至 少 称 〖 = i (2m + 
1)] +1 次， ee 进而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道 伪 珠 
比 真珠 轻 还 是 重 。 


下 面 在 前 面 论述 的 基础 上 ， 探 讨 “ 明 确 混杂 一 颗 伪 珠 ” 的 情况 。 
我 们 指出 : 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 


用 天 平 称 次 (#2)， 在 mm 晒 


+1] 
到 了 见 扫 


-- 3 
me 


® 由 -1 <2m +1<3: -2。 考 虚 到 m 是 正 整 数 ，2m +1 只 能 


是 奇数 ， pe ey 1。 因 此 有 3*-!<2m+1 <3*。 进 而 取 对 数 得 ,上 k-1 < 
log3(2m +1) <k, Bk-1=[logs(2m+1) ]。 因 此 , k=[logpy(2m+1)] +1。 
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3 一 1 ， 总 能 把 伪 珠 找 出 来 。 


事实 上 ， m= 1H, 可 以 从 中 任意 取出 一 颗 珠 ， 对 于 余下 的 


+! -1 -3 二 3 映 珠 ,根据 前 面 的 探讨 ， 用 天 平 称 k 次 ， 总 能 从 中 确定 
是 否 混杂 有 唯一 的 一 颗 伪 珠 ， 进 而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道 伪 珠 比 真珠 轻 还 
是 重 。 如 果 余下 的 珠 含有 伪 珠 ， 那 么 问题 已 经 得 到 解决 如果 余 下 的 珠 
不 含 爵 珠 ， 那 和 事先 全 起 来 的 里 珠 就 一 定 是 伪 珠 了 ， 尽 管 我 们 不 


道 伪 珠 比 真珠 轻 还 是 重 。 至 于 ， 当 mm 满足 3- + <m<3 -3H, 根据 前 


面 的 探讨 ， 当 然 总 能 用 天 平 称 次 ， 从 中 找 出 混杂 在 内 的 伪 珠 了 。 
接着 探讨 上 述 问题 之 逆 : 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 明 
确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 在 m 颗 珠 中 ， 用 天 平 至 少 称 几 次 ， 总 能 “ 找 
出 ” 呢 ? 
我 们 知道 ， 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 
珠 时 ， 用 天 平 称 大 次 (k 宇 2)， 可 在 m 颗 珠 中 (m 宇 3)， 0 


xk—l 
+ <m<3 一，“ 找 出 "; 称 k -1 次 ,只 能 在 满足 -+l<m< 


nn 


下 ， 当 明确 混杂 一 颗 伪 珠 时 ， 对 于 给 定 的 普 颗 珠 ， 


m<3 了 上， 用 天 平 至 少 称 上 = [log; (2m - 1)] +1 次 D， 总 能 把 伪 珠 找 
出 来 。 


3 上 冰 1 3 
DO 由 一 <ms -1<2m -1<3* -2。 考 虑 到 m 是 正 整 数 ，2m -1 只 能 


是 奇数 ， 而 3 -1 是 偶数 ，2m -1z3* -1。 因 此 有 3*' <2m -1<3*。 进 而 取 对 数 得 ,ki1< 
logs (2m -1) <k, Bk-1= [logs(2m-1)]。 因此, k=[logs(2m-1)]+1。 
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现在 作出 必要 的 小 结 ( 表 8-13)。 z 


表 8-13 


和 | WAR en 
伪 比 

真 轻 | 至 多 混杂 一 颗 伪 珠 左下 
a 
真 伪 只 一 1 n 


附 录 


第 二 种 状态 的 结论 的 又 一 个 数学 归纳 法 证 明 。 
第 二 种 状态 的 结论 。 在 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 下 ， 当 至 多 混 


| 


杂 一 颗 伪 珠 时 ,用 天 平 称 上 次 (>1)， 对 于 上 晒 珠 (一 了 <i< 


3 一!) ,借助 已 有 的 颗 数 不 少 于 的 真珠 ， 总 能 确定 是 否 混 杂 有 伪 珠 ， 


进而 把 伪 珠 找 出 来 ， 知 道 伪 珠 比 真珠 轻 还 是 重 。 : 
当 k=1 时 , t=1， 把 这 颗 珠 与 一 颗 真 珠 称 ， 若 平衡 ， 则 没有 伪 珠 ; 
若 不 平衡 ， 则 这 颗 珠 就 是 伪 珠 ,' 且 知 伪 珠 比 真珠 轻 或 重 。 
假设 当 上 =1，…, “时 〈z>1) ,命题 均 成 立 。 这 时 ， 用 天 平 称 4 
次 ， 总 能 在 不 多 于 二 的: 颗 珠 中 “确定 、 找 出 、 知 道 ”。 当 =w+1 
3 +1] 


< 一 t-l 
7 <2.，3 < 


时 ， 对 于 满足 3 二 < ;< 3 的; 颗 珠 ， 考 虑 到 


:i _1 
2 


(1) 当 - 汪 <1<2 .3 时 ， 把 + 颗 珠 分 成 2 .32，3" 与 


3 < 


， 对 :分 3 种 情况 讨论 。 
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3*-! 三 部 分 。 将 2. 3-? 颗 珠 放 在 天 平 的 A 盘 ， 将 3: 颗 珠 及 3"-? 颗 真 
珠 〈 这 是 能 够 办 到 的 ， 因 为 3 < 二 二 +<t) 放 在 天 平 的 B 盘 上 称 第 一 


次 。 结果 有 如 下 3 种 可 能 : 
(i) 若 AB 平衡 ， 则 这 两 盘 都 是 真珠 ， 伪 珠 只 可 能 在 上 -3 颗 珠 


中 ， 其 中 , 4301<2 . 391 -3*! =3*-1 < 二 +， 由 归纳 法 假设 ,再 称 


u 次 总 能 解决 问题 。 连 同 前 面 已 称 的 1 次 ， 共 称 w+1 次 总 能 解决 问题 。 

(ii) 若 A 轻 B 重 , 则 把 A 盘 的 2.3*… 颗 珠 均 分 为 二 ， 放 在 天 乎 两 
盘 上 称 第 二 次 。 若 平衡 ， 则 伪 珠 只 能 在 B 盘 的 3 汪 颗 珠 中 ， 且 知 伪 珠 比 
真珠 重 ; 若 不 平衡 ， 则 伪 珠 只 能 在 第 二 次 称 时 较 轻 一 盘 的 3“ 颗 珠 中 ， 
且 知 伪 珠 比 真珠 轻 。 这 样 ， 在 已 知 伪 珠 比 真 珠 轻 (或 重 ) 的 条 件 下 ， 
对 于 3*“ 颗 珠 ， 再 称 uw -2 次 ， 连 同 已 称 的 2 次 ， 共 称 ,z 次 总 能 解决 
问题 。 

(十) 大 A 重 B 轻 ， 则 仿照 〈ii) 的 办 法 ， 亦 可 知道 共 称 z 次 总 能 解决 
问题 。 

总 之 , 称 w+1 次 ， 对 于 这 里 的 各 种 情况 ， 都 可 以 解决 问题 。 

(2) 当 2 .3 <i<3" 时， 把 上 颗 珠 分 成 3 3 和 与 上 -2 .3 
三 部 分 。 将 3”“' 颗 珠 与 3 上 颗 珠 分 放 在 天 平 的 AB 两 盘 上 称 第 一 次 。 结 
果 有 如 下 3 种 可 能 : | 

(i) 若 AB 平衡 ， 则 伪 珠 只 可 能 在 上 -2 .3 颗 珠 中 ， 其 中 ,上 - 


2 . 3 <3" -2 . 3 =3"-1 < 一， 由 归纳 法 假设 ,再 称 4 次 总 能 解 


决 问题 。 连 同 前 面 已 称 的 1 次 ， 共 称 w+1 次 总 能 解决 问题 。 

(ii) 若 A 轻 B 重 , 则 A 盘 的 3“! 颗 珠 不 动 , 把 B 盘 的 3"-! 颗 珠 换 

为 同 数 颗 真珠 (这 是 能 够 办 到 的 ， 因 为 3 <2 .3 <1) 称 第 二 次 。 

若 平衡 ， 则 伪 珠 只 能 在 B 盘 原 有 3"-:! 颗 珠 中 ， 且 知 伪 珠 比 真珠 重 ; 若 不 

平衡 ， 则 伪 珠 只 能 在 A 盘 的 3"-:! 颗 珠 中 ， 且 知人 擅 珠 比 真 珠 轻 。 这 样 ， 在 

已 知 伪 珠 比 真珠 轻 (或 重 ) 的 条 件 下 ， 对 于 3*-! 颗 珠 ， 再 称 4-1 次 
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连同 已 称 的 2 次， 共 称 w+1 次 总 能 解决 问题 。 

(iii) 若 A 重 B 轻 ， 则 仿照 〈ii) 的 办 法 ， 亦 可 知道 共 称 w+1 次 总 
能 解决 问题 。 

总 之 ， 称 &+1 次 ， 对 于 这 里 的 各 种 情况 ， 都 可 以 解决 问题 。 


u+l1 
7 一 时 ， 把 + 颗 珠 分 成 2 . 3:-'，3*! 与 1 -3* 三 


部 分 。 将 2 . 3*“! 颗 珠 放 在 天 平 的 A 盘 ， 将 3"“! 颗 珠 及 3" ! 颗 真珠 (这 
是 能 够 办 到 的 ， 因 为 3*-' <3* <t) 放 在 天 平 的 B 盘 上 称 第 一 次 。 结 果 
有 如 下 3 种 可 能 : 

(i) 若 AB 平衡 ， 则 这 两 盘 都 是 真珠 ， 伪 珠 只 可 能 在 上 -3* 颗 珠 中 ， 


其 中 ,1 -3*<3 | -3* =3 二 +， 由 归纳 法 假设 ,再 称 u 次 总 能 解决 


问题 。 连 同 前 面 已 称 的 1 次 ， 共 称 +1 次 总 能 解决 问题 。 

(ii) 若 A 轻 B 重 ,， 则 把 A 盘 的 2.3"! 颗 珠 均 分 为 二 ， 放 在 天 平 两 
盘 上 称 第 二 次 。 若 平衡 ， 则 伪 珠 只 能 在 B 盘 的 3 所 : 颗 珠 中 ， 且 知 伪 珠 比 
真珠 重 ; 若 不 平衡 ， 则 伪 珠 只 能 在 第 二 次 称 时 较 轻 一 盘 的 3"! 颗 珠 中 ， 
且 知 人 擅 珠 比 真珠 轻 。 这 样 ， 在 已 知 伪 珠 比 真珠 轻 (或 重 ) 的 条 件 下 ， 
对 于 3"-! 颗 珠 ， 再 称 w -1 次 ， 连 同 已 称 的 2 次 ， 共 称 w +1 次 总 能 解决 
问题 。 

(站) 若 A 重 B 轻 ， 则 仿照 〈ii) 的 办 法 ， 亦 可 知道 共 称 wu +1 次 总 
能 解决 问题 。 

总 之 ,， 称 w+1 次 ， 对 于 这 里 的 各 种 情况 ， 都 可 以 解决 问题 。 

综 上 所 述 ， 命 题 获 证 。 


(3) 当 3" <i<3 


4 和信 珠 不 止 一 


天 平 称 珠 游戏 花样 众多 。 现 在 来 研究 伪 珠 不 止 一 颗 的 天 平 称 珠 游 
戏 。 这 一 类 游戏 ， 也 是 真珠 与 伪 珠 混杂 ， 从 外 表 无 法 辨别 、 区 分 真珠 与 
伪 珠 ， 真 珠 的 颗 重 均 相 等 ， 伪 珠 的 颗 重 也 均 相 等 ， 然 而 伪 珠 的 颗 重 与 真 
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珠 不 同 。 这 一 类 游戏 的 特点 是 ， 伪 珠 的 颗 数 ， 有 的 已 知 ， 有 的 未 知 ， 要 
求 在 已 知 伪 珠 的 颗 重 比 真 珠 轻 ， 或 者 已 知 伪 珠 的 颗 重 与 真珠 不 同 的 条 件 
下 ， 在 若干 颗 珠 中 ， 用 天 平 至 少 称 几 次 ， 分 清真 珠 与 伪 珠 。 

我 们 着 重 探讨 这 一 类 天 平 称 珠 游戏 的 编码 称 法 。 统 一 规定 编码 的 第 
一 位 数 表 示 第 一 次 称 的 对 象 ， 第 二 位 数 表示 第 二 次 称 的 对 象 …… 每 一 次 
都 是 数字 为 0 的 珠 放 在 天 平 的 左 盘 ， 数 字 为 1 的 珠 放 在 天 平 的 右 盘 ， 数 
字 为 2 的 珠 不 放 在 天 平 上 称 。 

现在 来 看 几 道 题 : 

(1) 有 3 颗 珠 DD®@)， 从 外 表 无 法 辨别 、 区 分 真珠 与 伪 珠 ， 真珠 
的 颗 重 均 相等 ， 伪 珠 的 颗 重 也 均 相 等 ， 然 而 至 少 混杂 一 颗 伪 珠 ， 伪 珠 的 
颗 重 比 真珠 轻 些 (如果 伪 珠 的 颗 重 比 真珠 重 些 ， 亦 可 作出 类 似 的 解 
答 ) ， 请 用 不 带 夸 码 的 天 平 称 两 次 作出 区 分 。 

本 题 “ 至 少 混杂 一 颗 伪 珠 "， 说 明 伪 珠 的 颗 数 可 以 为 1、2 或 3 颗 。 
情况 较为 复杂 。 现 在 打算 用 两 位 三 进 数 编码 来 解决 这 个 问题 。 这 里 ， 制 
定编 码 要 遵循 哪些 原则 呢 ? 显然 ， 一 珠 一 码 原则 、 两 盘 等 颗 原 则 是 我 们 
必须 遵循 的 。 这 是 不 言 而 喻 的 。 另 外 ， 考 虑 到 每 一 颗 珠 都 要 上 秤 称 过 ， 
才能 把 真珠 、 伪 珠 全 部 区 分 开 来 ， 因 而 编码 22 是 不 能 用 的 。 这 是 有 所 
回避 原则 的 运用 。 现 在 对 3 颗 珠 制订 如 表 8-14 的 编码 9。 


表 8-14 
a 5 | & | 


在 这 样 的 编码 下 ， 第 一 次 拿 册 放 在 天 平 的 左 盘 ，@ 放 在 天 平 的 右 盘 
来 称 ; 第 二 次 拿 @ 放 在 天 平 的 左 盘 ，(D 放 在 天 平 的 右 盘 来 称 。 根 据 伪 珠 
的 颗 重 比 真 珠 轻 的 条 件 ， 采 用 如 下 的 记 法 : 称 量 的 结果 知 是 左 轻 ， 就 记 


Q@ 在 天 平 称 珠 游 戏 中 ， 未 必需 要 考虑 尽量 异 和 原则 。 因 而 不 必 像 不 秤 称 珠 游 戏 那样 ， 需 
要 列 出 相应 的 十 进 数 。 
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为 0; 左 重 则 是 1; 平衡 则 是 2。 这 样 ， 当 某 几 颗 是 伪 珠 时 ， 每 称 一 次 ， 
就 有 一 个 数字 。 称 2 次 ， 两 个 有 序数 字 ， 按 其 先后 出 现 的 顺序 ， 从 左 到 
右 就 组 成 一 个 两 位 数 。 例 如 ，@@ 是 伪 珠 时 ， 称 量 的 结果 就 记 为 21。 
我 们 的 目标 是 造成 各 种 称 量 结果 互 不 相同 ， 以 利于 区 分 鉴别 。 

由 于 每 颗 珠 都 有 是 伪 珠 与 不 是 伪 珠 两 种 可 能 ， 而 依 题 意 ，3 颗 均 为 
真珠 是 不 会 出 现 的 ， 因 此 3 颗 珠 中 能 且 仅 能 出 现 如 表 8-15 的 (2 x2 x2 
-1 = ) 7 种 伪 珠 情况 及 其 称 量 结果 。 


表 8-15 


rT 


这 里 ， 各 种 情况 的 称 量 结果 互 不 相同 ，“ 伪 珠 情 况 ” 与 “ 称 量 结 
果 ” 成 一 一 对 应 ， 因 而 能 根据 称 量 结果 来 判断 哪 几 颗 是 伪 珠 了 。 

(2) 4 枚 金币 : DB 约 ， 只 有 两 种 不 同 质量 ， 每 种 2 枚 ， 请 用 不 
带 硅 码 的 天 平 称 两 次 作出 区 分 并 判明 轻重 。 

这 里 只 要 能 鉴别 出 2 枚 轻 币 ， 就 一 清二 楚 了 。 根 据 一 珠 一 码 原则 、 
两 盘 等 颗 原 则 ， 我 们 把 4 枚 金币 用 两 位 三 进 数 进行 如 表 8-16 的 编码 了 。 


“在 这 样 的 编码 下 ， 第 一 次 拿 山 放 在 天 平 的 左 盘 ，@ 放 在 天 平 的 右 盘 
来 称 ; 第 二 次 拿 C 放 在 天 平 的 左 盘 ， 怨 放 在 天 平 的 右 盘 来 称 。 我 们 采用 
如 下 的 记 法 : 称 量 的 结果 符 是 左 轻 ， 就 记 为 0; 左 重 则 是 1; 平衡 则 是 2。 


@ 这 里 ， 根 据 一 珠 一 码 原则 、 两 盘 等 蜂 原 则 ， 不 妨 先 考虑 第 一 位 上 的 数字 分 别 为 0，1， 
2，2; 接着 ， 稍 加 变化 ， 考 虑 第 二 位 上 的 数字 分 别 为 2，0，1,，2。 然 后 ， 复 合 起 来 便 是 所 要 
得 到 的 一 组 两 位 三 进 数 编码 。 
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DEAT ror SPE PORATED PAD SPD EA RD A 


这 样 ， 在 4 枚 金币 中 有 且 仅 有 如 表 8-17 的 (C4 = ) 6 种 轻 币 情况 及 其 称 
量 结果 。 


表 8-17 


Sina | 0 | 3 | vo | 5 a0 [eo8 


这 里 ， 各 种 情况 的 称 量 结果 互 不 相同 ，“ 轻 币 情况 ”与 “ 称 量 结 
果 ” 成 一 一 对 应 ， 因 而 能 根据 称 量 结果 来 判断 哪 2 枚 是 轻 币 了 。 

(3) 形状 、 大 小 、 颜 色 完全 相同 的 6 颗 玛 瑞 ， 有 两 种 不 同 质量 。3 
颗 重 玛 瑙 一样 重 ，3 颗 轻 玛瑙 也 一 样 重 。 请 问 ， 用 一 台 不 带 硅 码 的 天 平 
至 少 要 称 几 次 ， 才 能 把 这 些 玛瑙 的 轻重 区 分 清楚 呢 ? 其 具体 称 法 如 何 ? 

这 道 题 只 要 能 鉴别 出 3 颗 轻 玛 瑞 ， 就 泾 渭 分 明了 。 但 是 ， 天 平 称 量 
的 次 数 没有 指明 。 怎 么 办 呢 ? 我 们 知道 ， 在 6 颗 玛 珊 中 有 3 颗 轻 玛瑙 ， 
能 且 仅 能 有 (Cs = ) 20 种 不 同情 况 。 这 20 种 不 同情 况 的 称 量 结果 ， 如 
果 用 只 有 (3? = ) 9 个 的 两 位 三 进 数 来 表示 ， 其 控制 能 力 是 达 不 到 区 分 
”的 目的 的 。 也 就 是 说 ， 称 量 2 次 是 不 能 解决 问题 的 。 如 果 用 三 位 三 进 数 
来 表示 ， 由 于 三 位 三 进 数 有 (3 = ) 27 个 ， 就 有 可 能 区 分 这 20 种 不 同 
情况 。 因 此 ， 起 码 需要 称 量 3 次 。 就 从 称 量 3 次 着 手 ， 来 探讨 问题 的 
解答 。 

把 6 颗 玛 瑞 分 别 用 @@@@@@ 表 示 。 这 里 要 是 采用 一 轮 称 量 的 
办 法 ， 看 来 是 难以 奏效 的 。 现 在 打算 通过 两 轮 称 量 的 办 法 来 解决 它 。 
先 采 用 两 位 三 进 数 编码 ， 通 过 第 一 轮 称 量 ， 区 分 其 中 的 一 部 分 ， 然 后 
再 对 称 量 结果 相同 的 情况 进行 第 二 轮 称 量 ， 加 以 区 分 。 为 此 ， 根 据 一 
珠 一 码 原则 、 两 盘 等 颗 原 则 ， 对 6 颗 玛 瑞 进 行 如 表 8-18 的 编码 。 
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在 这 样 的 编码 下 ， 第 一 次 拿 @ 放 在 天 平 的 左 盘 ，@@ 放 在 天 平 的 
右 盘 来 称 ; 第 二 次 拿 由 人 放 在 天 平 的 左 盘 ，@@@ 放 在 天 平 的 右 盘 来 称 。 
采用 如 下 的 记 法 : 称 量 的 结果 知 是 左 轻 ， 就 记 为 0; 左 重 则 是 1; 平衡 
则 是 2。 这 样 ， 经 过 2 次 称 量 ， 在 6 颗 玛 珊 中 ， 就 能 且 仅 能 出 现 如 表 8- 
19 的 20 种 3 颗 轻 玛 瑞 情况 及 其 称 量 的 结果 。 


gamma | G99 | 93 | G38 | G05 | 005 
和 ETE 5 


这 里 ， 中 人 与 @ 人 和 的 称 量 结果 同 为 22， 这 时 以 中 放 在 天 平 
的 左 盘 ， 四 放 在 天 平 的 右 盘 ， 进 行 第 三 次 称 量 。 若 记 为 0， 说 明 中 
志 @@ 为 轻 玛 瑞 ; 若 记 为 1， 说 明 @ 包 @@ 为 轻 玛 瑙 ; 若 记 为 2， 不 可 
能 。 对 于 OO@，DQ@G@ 与 OOG@ 的 称 量 结果 同 为 00， 则 以 多 放 在 
天 平 的 左 盘 ，@ 放 在 天 平 的 右 盘 ， 进 行 第 三 次 称 量 。 若 记 为 0, 说 
明 @ 加 为 轻 玛 瑙 ， 若 记 为 1， 说 明了 加 @ 为 轻 玛 束 ; 若 记 为 2， 说 
明了 中 昌 为 轻 玛瑙 。 对 于 器 加 ，@D@@ 与 @@ 虽 @ 的 称 量 结 果 同 为 
02，@@@，@@@ 与 OO 的 称 量 结果 同 为 11,，QW@@，@@® 
与 @@ 的 称 量 结果 同 为 122，WD@B，D@e® 与 @@@® 的 称 量 结 果 
同 为 20，Q@@，@G@O 与 @G@@ 的 称 量 结果 同 为 21， 同 理 进 行 第 
三 次 称 量 ， 加 以 区 分 。 

这 里 的 两 轮 称 量 其 实 可 以 看 成 如 表 8-20 的 关联 称 法 。 
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© 
©@ 
Rt 陡 瞩 
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SS 


电 日 
四 由 
刷 上 时 
四 日 时 
© 四 计 
Ht 飞 pt 捉 卜 
南 泗 加 窒 泪 
© 由 © © © 
© @ © 四 © 
时装 愉 | 时 时 关上 时 时 凑 | 时 时 闪 | 时 时 
姓 了 页 守 | 凤 页 课 | 册 机 齐 | 风 贾 刘 | 用 了 撩 
238838333 823833838 
e8888888888888 


另外 ， 本 题 还 可 以 有 每 次 动用 颗 数 更 少 的 玛 瑞 进 行 称 量 的 较为 简便 
的 关联 称 法 ( 表 8-21)。 
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(4) 在 8 只 金 戒 指 中 ， 只 有 一 只 或 两 只 是 真 戒 指 ， 其 他 都 是 伪 戒 
指 。 伪 戒指 的 只 重 比 真 戒指 轻 。 你 能 用 天 平 称 4 次 把 伪 戒 指 查 出 来 吗 ? 
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称 法 如 何 呢 ? 

把 8 只 金 戒指 分 别 用 帆 @@@G@GO@GO 罗 表示。 在 这 道 题 中 ， 伪 
戒指 有 6 只 或 7 只 ， 直 接 从 查 伪 戒指 人 手 ， 有 所 不 便 。 现 在 换 位 思 
考 ， 把 真 戒 指 作为 “ 伪 珠 ”来 查 。 在 8 只 金 戒 指 中 ， 只 有 一 只 或 两 
只 是 “ 伪 珠 ”( 真 戒指 ) ， 能 且 仅 能 有 (Ci + Cs = ) 36 种 情况 。 同 
时 ,在 “ 伪 珠 ”( 真 戒指 ) 的 颗 重 比 “ 真 珠 ” ( 擅 戒 指 ) 重 的 情况 
下 ， 我 们 采用 如 下 的 记 法 : 称 量 的 结果 若是 左 重 ， 就 记 为 0; 左 轻 
则 是 1; 平衡 则 是 2。 

解答 这 道 题 的 关键 是 构造 出 8 个 四 位 三 进 数 编码 。 但 是 ， 根 据 
一 珠 一 码 原则 、 两 盘 等 颗 原 则 ， 一 下 子 构 造 出 8 个 四 位 三 进 数 编码 
是 有 困难 的 。 为 此 采用 尝试 探索 、 摸 索 前 进 的 办 法 。 首 先 ， 考 虑 这 
样 的 一 个 问题 : 在 一 次 称 量 中 ， 天 平 的 两 盘 以 各 放 多 少 只 戒指 为 
好 ? 经 过 试验 可 以 知道 : 当 两 盘 各 放 3 只 时 (例如 ， 以 @@@ 放 在 
天 平 的 左 盘 ，@@@ 放 在 天 平 的 右 盘 称 ) ， 对 于 36 种 情况 ， 其 称 量 
结果 ， 记 为 0，1，2 就 各 有 12 种 。 分 布 均衡 ， 有 利于 区 分 。 而 当 两 
盘 各 放 1、 或 2、 或 4 只 时 ， 就 不 具有 这 种 优势 。 因 此 ， 我 们 选用 在 
一 次 称 量 中 ， 两 盘 各 放 3 只 的 做 法 。 

接着 ， 在 上 述 第 一 次 称 量 之 后 ， 试 以 D@O 放 在 天 平 的 左 盘 ， ©®® 
@ 放 在 天 平 的 右 盘 称 第 二 次 ,将 其 36 种 情况 的 称 量 结果 ， 分 别 记 为 0， 
1，2。 这 样 ， 两 次 称 量 结果 分 别 记 为 : 00, 01, 02, 10, 11,12，20， 
21，22 的 就 各 有 4 种 ， 分 布 继续 均衡 。 

现在 ， 根 据 前 两 次 称 量 结果 还 应 区 分 的 需要 ， 试 以 D@@) 放 在 天 平 
的 左 盘 ，@@@ 放 在 天 平 的 右 盘 称 第 三 次 ， 将 其 36 种 情况 的 称 量 结 果 ， 
分 别 记 为 0，1，2; 再 根据 前 三 次 称 量 结果 还 应 区 分 的 需要 ， 试 以 @@ 
@ 放 在 天 平 的 左 盘 ，@D 放 在 天 平 的 右 盘 称 第 四 次 ， 将 其 36 种 情况 
的 称 量 结 果 ， 分 别 记 为 0，1 ，2。 这 时 ,检验 36 种 情况 的 称 量 结果 ， 发 
现 符 合 要 求 。 因 此 ， 找 到 了 这 样 的 一 种 称 量 方案 ; 

首先 ， 用 四 位 三 进 数 进 行 如 表 8-22 的 编码 。 
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接着 ,根据 编码 进行 如 上 所 述 的 称 量 。 经 过 4 次 称 量 ， 在 8 只 金 戒 
指 中 ， 有 一 只 或 两 只 是 真 戒指 ， 就 能 且 仅 能 出 现 如 表 8-23 的 36 种 情况 
及 其 称 量 的 结 采 。 


ararafrafrafa 
0121 0212 1012 1121 1200 


a 


Er 20 


这 里 得 到 的 用 四 位 数 表示 的 称 量 结 果 互 不 相同 ， 于 是 可 以 据 此 来 判 
断 哪 一 只 或 两 只 是 真 戒 指 了 。 

(5) 幼儿 园 食 堂 工人 一 时 粗心 把 3 桶 酒 与 2 桶 醋 混 杂 在 一 起 ， 从 外 
观 无 法 区 分 它们 。 如 果 把 这 几 桶 打开 尝试 ， 又 担心 不 利于 保存 。 现 在 ， 
只 知道 一 桶 酒 与 一 桶 酷 的 重量 不 同 。 有 人 建议 用 磅 秤 来 称 一 称 ， 可 是 食 
等 的 磅 秤 又 不 灵 了 。 好 在 幼儿 园 内 有 跷 跷 板 ， 可 以 权 作 天 平 来 使 用 。 请 
问 ， 称 三 次 能 作出 区 分 并 判明 轻重 吗 ? 如 何 称 呢 ? 

这 道 题 酒 与 酯 的 桶 数 已 经 明确 ， 但 是 没有 指明 一 桶 酒 与 一 桶 醋 识 轻 
就 重 。 怎 么 办 呢 ? 我 们 把 它 作 为 “5S 桶 中 混 有 2 桶 或 3 桶 的 轻 桶 ”来 处 
有 
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SN 
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理 。 当 混 有 2 桶 轻 桶 时 ， 这 2 桶 轻 桶 是 栈 ; 当 温 有 3 桶 轻 桶 时 ， 这 3 桶 
轻 桶 是 酒 。 这 里 能 且 仅 能 出 现 (C; +C; = ) 20 种 不 同情 况 。 

由 于 三 位 三 进 数 编码 只 有 (3 = ) 27 个 ， 要 区 分 20 种 不 同情 况 ， 
难度 较 大 。 因 此 ， 这 道 题 采用 一 轮 称 量 的 办 法 ， 看 来 是 难以 奏效 的 。 现 
在 打算 通过 两 轮 称 量 的 办 法 来 解决 它 。 先 通过 第 一 轮 称 量 ， 区 分 其 中 的 
一 部 分 ， 然 后 再 对 称 量 结果 相同 的 情况 进行 第 二 轮 称 量 ， 加 以 区 分 。 

把 5 桶 酒 或 醋 分 别 用 GCC 表示 。 第 一 次 拿 中 放 在 跷 跷 板 的 左 
边 ，@ 放 在 跷 跷 板 的 右边 来 称 ; 第 二 次 中 继续 放 在 跷 跷 板 的 左边 ， 将 @ 
换 为 @) 放 在 跷 跷 板 的 右边 来 称 。 考 虑 到 在 “5 桶 中 找 出 2 桶 或 3 桶 的 轻 
桶 ”， 采 用 如 下 的 记 法 : 称 量 结果 若是 左 轻 ， 就 记 为 0; 左 重 则 是 1; 平 
衡 则 是 2。 这 样 ， 经 过 上 述 两 次 称 量 ， 就 有 且 仅 有 如 表 8-24 的 20 种 的 
情况 及 其 称 量 结果 。 

表 8-24 
ol 98 | 98 | 09 | oo celce | 88 | 8 
I» 2 | om|lolalazlal2la 
酒 的 情况 “| QO2® | OoQ@ | 0oe | 08@ | cee 
WR 名 | 2 | 2 | 2 | m | 


mam | 0555 | Zo | 0505 | 0995 | To6 
WN | Wm | n | 1 | Da 
这 里 ，Q@G@ 与 @GO 人 的 称 量 结果 同 为 22， 这 时 以 中 放 在 跷 跷 板 的 
左边 ， 侈 放 在 跷 跷 板 的 右边 ， 进 行 第 三 次 称 量 。 若 记 为 0， 说 明 @G@) 为 
醋 〈 轻 ); 大 记 为 1， 说 明山 @ 罗 为 酒 〈 轻 ); 若 记 为 2， 不 可 能 。 另 
外 ， 山 由 ，U 与 中 和 的 称 量 结果 同 为 00， 则 以 约 放 在 跷 跷 板 的 左 
边 ， 久 放 在 跷 跷 板 的 右边 ， 进 行 第 三 次 称 量 。 若 记 为 0， 说 明 G@ 为 醋 
( 轻 ); 若 记 为 1， 说 明 @@ 为 醋 ( 轻 ) ; 若 记 为 2， 说 明 @@@ 为 酒 
( 轻 ) 。 对 于 四 中 ，G) 约 与 由 思 人 的 称 量 结果 同 为 02 ，@，OG 
与 CGO)@) 的 称 量 结果 同 为 11 ，@ 细 ，@G 与 CO) 的 称 量 结果 同 为 12， 
GOD， 与 OO) 人 的 称 量 结果 同 为 20， 鲜 由 ， 鲜 人 与 全 由 人 的 称 
| 
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量 结果 同 为 21， 都 可 以 @ 放 在 跷 跷 板 的 左边 ，@ 放 在 路 路 板 的 右边 ， 
进行 第 三 次 称 量 ， 加 以 区 分 。 
这 里 的 两 轮 称 量 其 实 可 以 看 成 如 表 8-25 的 关联 称 法 。 


表 8-25 
第 一 次 第 二 次 | 第 三 次 A 结 论 
平衡 不 可 能 


左 轻 | [DD] =[@] =[@] <[@] =[®] 
左 重 | [O] =[®] =[@] >[@] =[®] 
平衡 | [@] =[@] =[@] > IO] =[®] 
左 轻 | [@] =[@] =[@] <[@] =[®] 
左 重 | [@] =[®] =[@] >[®] =[®] 
[@] =[@] =[®] <[O] =[®] 
[DO] =[®] =[®] >[®] =[®@] 
[IO] =[®] =[®] <[®@®]=[@] 
平衡 | [@] =[@] =[@] >[O] =[®] 
左 轻 | [@] =[@] =[@] <[®]=[®] 
左 重 | [DD] =[@] =[@] <[®] =[@] 
平衡 | [OO] =[@] =[@] <[®]=[®] 
左 轻 | [@] =[@] =[@] >[D] =[@] 
左 重 | [@] =[@] =[@] > [O] =[@] 
左 重 不 可 能 

平衡 | [@] =[@] =[®] <[O] =[®] 
[IO] =[@] =1@] >[®] =[@] 
左 重 | [@] =[@] =[@] >1@] =[®] 
不 可 能 


[D]=[@] =[®] >[®]=[®] 
[®]=[®]=[@] <[D]=[®] 
[®]=[®]=[®] <[D]=[@] 
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称 珠 游戏 的 实质 是 : 如 何 从 一 个 集合 中 ， 最 快 地 找 出 具有 特定 性 质 
的 元 素来 。 这 类 问题 统称 为 “诊断 ”。 在 科学 技术 和 工农 业 生 产 中 ， 经 
常会 碰 到 “诊断 ”问题 。 计 算 机 、 电 视 机 、 洗 衣 机 、 电 冰箱 等 一 旦 出 了 
毛病 ， 要 在 复杂 的 电路 中 检 出 毛病 来 ， 是 十 分 伤 脑筋 的 事情 。 因 此 ， 专 
家 们 就 要 人 研究 种 种 寻找 、 判 定 出 毛病 所 在 的 办 法 。 这 就 是 近 十 多 年 来 ， 
在 软件 工程 中 ， 讨 论 得 十 分 热烈 的 “故障 的 测试 与 诊断 ”课题 ， 取 得 了 
一 年 的 成 果 。 人 们 还 把 对 电脑 故障 测试 诊断 研究 中 得 到 的 结果 ， 成 功 地 
用 于 研究 铁路 、 银 行 、 空 中 交通 管理 中 自动 控制 系统 的 故障 类 型 、 检 测 
和 恢复 的 策略 上 去 。 | 

看 起 来 千差万别 的 课题 ， 其 数学 模型 都 是 和 称 珠 游 戏 一 样 ， 希 望 能 
给 出 一 个 办 法 ， 准确 地 、 最 快 地 找 出 “ 伪 珠 ”。 可 见 称 珠 游戏 决 非 仅 仅 
是 游戏 而 已 ， 在 科学 技术 和 工农 业 生 产 中 是 有 其 实际 意义 的 。 
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我 们 知道 ， 天 平 的 两 个 盘 有 硅 码 盘 与 称 量 盘 之 分 。 夸 码 盘 专 放 夸 “ 
码 ， 称 量 盘 则 一 般 是 放 物 品 的 。 如 果 规 定 硅 码 盘 只 能 放 夸 码 ， 称 量 盘 只 
能 放 物 品 ， 那 么 在 这 样 的 情况 下 ， 关 于 硅 码 的 设置 有 两 个 问题 值得 思 
考 : (1) 要 想 用 m” 块 硅 码 ， 去 称 量 1，2，3，… 尽 可 能 多 的 连续 整数 克 
的 物品 ， 这 些 夸 码 各 重 多 少 克 ? (2) 要 想 用 最 少 块 数 的 硅 码 ， 去 称 量 
1，2，…， 普 的 连续 整数 克 的 物品 ， 这 些 硅 码 各 重 多 少 克 ? 现在 探讨 下 
面 几 道 题目 : 

(1) 一 台 天 平 要 配 6 枚 夺 码 ， 要 求 能 用 来 称 出 克 数 为 1，2，3，… 
(连续 整数 ) 的 物品 ， 称 时 只 允许 夸 码 放 在 硅 码 盘 上 。 请 问 ， 硅 码 应 如 
何 设置 才能 称 到 最 多 的 整数 克 ? 

解决 这 类 问题 用 二 进 制 的 知识 是 很 方便 的 。 在 只 人 允许 硅 码 放 在 硅 码 
盘 的 条 件 下 ， 用 天 平 来 称 物品 ， 每 一 枚 夸 码 都 有 不 放 上 去 与 放 上 去 两 种 
可 能 。 把 这 6 枚 硅 码 分 别 作为 二 进 制 的 计数 单位 。 某 一 个 硅 码 ， 当 它 不 
放 上 去 时 ， 该 计数 单位 的 系数 记 为 “0”; 当 它 放 上 去 时 ， 该 计数 单位 
的 系数 记 为 “1”。 这 样 ， 每 一 种 称 法 便 对 应 着 一 个 六 位 二 进 数 。 反 之 ， 
每 一 个 六 位 二 进 数 也 对 应 着 一 种 称 法 。 要 使 这 些 六 位 二 进 数 为 从 1 开始 
的 连续 整数 ， 根 据 二 进 制 的 知识 ， 就 要 使 第 1，2，3，4，5，6 枚 夸 码 
的 克 数 ， 分 别 为 二 进 制 的 右 起 第 1，2，3，4，5，6 个 计数 单位 2 ，2 ， 
2 2, 2“,，2”( 即 1，2,4,，8，16，32)， 而 且 它 的 系数 不 能 全 为 0。 
由 于 六 位 二 进 数 最 大 者 为 111111(,, =2 -1=63。 因 此 ， 这 台 天 平 最 多 
能 称 到 63 克 的 物品 。1 ~ 63 克 的 物品 ， 用 这 6 枚 硅 码 都 可 以 称 出 来 。 例 
如 ， 要 称 50 克 的 物品 ， 由 于 50 = 110010, =2: +2 +2 。 这 样 ， 只 要 
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拿 出 第 2，5 ,6 枚 夸 码 称 就 可 以 了 。 不 妨 检验 一 下 : 2 +2” +2 =32+ 
16 +2 =50, 

一 般 地 ， 在 限定 硅 码 只 能 放 在 硅 码 盘 的 条 件 下 ， 如 果 天 平 设置 夸 码 
的 榴 数 为 n， 那么 当 这 n 枚 硅 码 的 克 数 为 2 ，2 ，2 ，…，2 时， 可 
以 称 量 出 1，2，3，… (连续 整数 ) 克 的 物品 ， 其 中 最 多 称 出 的 克 数 
m( =2 +2 +2 +…+2")=2" -1。 

(2) 李 尧 外 出 旅游 一 段 时 间 后 身边 缺 钱 ， 在 需要 等 待 半 个 月 才能 
收 到 汇款 的 情况 下 ， 想 到 可 利用 随身 所 带 的 15 厘米 长 的 纯 银 条 ， 解 决 
15 天 的 食 宿 。 他 与 房东 商量 的 结果 是 : 他 可 用 银 条 作为 抵押 ， 等 待 汇 
款 寄 到 时 再 行 赎 回 。 但 是 每 天 必须 交付 1 厘米 长 的 银 条 。 为 了 保持 银 条 
的 相对 完整 ， 他 采用 “ 换 来 换 去 ”的 办 法 。 请 问 ， 他 最 少 要 把 银 条 切 
割 成 多 少 段 ? 每 段 各 长 多 少 厘米 ? : 

从 最 小 段 银 条 开始 ， 逐 步 考虑 上 去 。 首 先 ， 一 定 要 有 1 厘米 长 的 银 
条 。 这 是 十 分 明显 的 。 其 次 ， 要 有 2 厘米 长 的 银 条 。 否 则 ， 如 果 没 有 切 
割 2 厘米 长 的 银 条 ， 那 么 就 无 法 满足 付出 2 厘米 长 的 需要 ; 如 果 再 切割 
一 个 1 厘米 长 的 银 条 ， 虽 然 可 以 满足 付出 2 厘米 长 的 需要 ， 但 是 不 如 第 
二 段 银 条 切割 为 2 厘米 长 好 ， 因 为 后 者 可 以 满足 付出 1 到 3 厘米 长 的 
需要 。 

一 般 地 ， 假 设 已 有 的 银 条 A，B，…，D， 可 以 付出 1 到 dd (整数 ) 
厘米 的 需要 ， 那 么 新 加 入 的 长 为 e 厘米 的 银 条 下 ， 就 应 当 有 e=d+1l。 
这 样 ， 单 独 使 用 银 条 下 可 以 满足 付出 d+1 厘米 的 需要 ; 在 原 有 和 银 条 A， 
B，…，D， 满 足 付 出 1 到 d (整数 ) 厘米 的 基础 上 ， 再 付出 长 4&+1l 悍 
米 的 银 条 EE， 就 可 以 满足 付出 d+2 到 2d +1 (整数 ) 厘米 的 需要 。 也 
就 是 说 ， 银 条 A，B，…，D, EE 可 以 满足 付出 1 到 24d +1 整数 厘米 的 
需要 。 

现在 ， 有 了 1， 2 厘米 长 的 银 条 ， 可 以 满足 付出 1 ~3 厘米 长 的 需要 
(这 时 d =3)， 那 么 就 应 再 切割 (3 +1 = ) 4 厘米 长 的 银 条 。 进 而 ， 可 
以 满足 付出 4 到 (2 x3 +1 =) 7 厘米 长 的 需要 。 继 续 考虑 下 去 ， 需要 
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有 8 厘米 长 的 银 条 ， 可 以 满足 付出 8 到 (2 x7 +1=) 15 厘米 长 的 需 
要 。 这 样 ，15 厘米 长 的 银 条 刚好 都 有 用 七 。 因 此， 最 少 要 切割 成 4 段 
银 条 ， 每 段 银 条 各 长 1，2，4，8 厘米 。 

(3) 王 群 把 28 条 金鱼 分 装 在 几 个 鱼 氏 里 。 他 想 不 论 顾 客 从 中 需要 
多 少 条 金鱼 ， 他 都 可 以 做 到 只 要 把 其 中 某 几 个 鱼缸 拿 出 来 就 能 够 满足 要 
求 ， 不 必 重 新 再 至 动 金鱼 。 同 时 ， 他 还 考虑 到 鱼缸 要 尽量 少 用 。 请 问 ， 
王 琶 最 少 要 用 多 少 个 鱼缸 ? 每 个 鱼缸 里 各 装 多 少 条 金鱼 ? 

这 里 把 鱼 仙 当 作 夸 码 ， 仿 照 前 面 的 考虑 ， 可 知 需要 装 有 1，2，4， 
8 条 金鱼 的 鱼缸 ， 上 再 把 最 后 剩 下 (28 -1 -2 -4-8=) 13 条 金鱼 ， 装 在 
一 个 鱼缸 里 。 总 之 ， 一 共用 了 5 个 鱼缸 。 每 个 鱼 仙 里 金鱼 的 条 数 分 别 为 
1,，2, 4，8 ，13。 这 是 问题 的 一 个 解 。 

肯定 要 用 5 个 鱼 氏 。 但 是 每 个 鱼 氏 里 金色 的 条 数 不 是 唯一 的 。 下 
面 ， 提 供 一 种 调整 的 求解 方法 。 在 已 知 1，2，4，8，13 是 问题 的 一 种 
解 的 基础 上 ， 保 持 1，2，4 不 变 ， 把 8，13 调整 为 ?7，14。 这 样 ， 利 用 
1, 2, 4 可 称 1 到 7; 再 用 7 可 称 8 到 14; 最 后 用 14 可 称 15 到 28。 因 
此 , 1, 2, 4, 7, 14 也 是 问题 的 一 种 解 。 还 能 进行 调整 吗 ? 请 读者 
局 者 

前 面 知道 : 在 硅 码 只 能 放 在 硅 码 盘 的 条 件 下 ， 如 果 天 平 设置 硅 码 的 
枚 数 为 n， 那 么 当 这 n 枚 硅 码 的 克 数 为 2 ，2 ，2 ，…，2" 时， 可 以 
称 量 出 1 到 m (连续 整数 ) 克 的 物品 ， 其 中 m =2" -1。 这 也 就 是 说 ， 
在 砖 码 只 能 放 在 硅 码 盘 的 条 件 下 ， 当 要 求 称 量 出 1 到 mm (连续 整数 ) 克 
的 物品 ,， 而 2”” -1<m<2” -1 时 ,需要 配置 n 枚 夸 码 。 这 里 ， 由 2” 
-1<m 筷 2” -1， 可 得 2 <m<2, 即 n-1<logppm <n, 亦 即 n=< 
logpm+1<n+1， 所 以 n=|[log,m]」+1。 至 此 有 如 下 的 结论 : 

一 般 地 ， 在 砖 码 只 能 放 在 夸 码 盘 的 条 件 下 ， 如 果 要 求 称 量 出 1 到 普 
(连续 整数 ) 克 的 物品 ， 设 置 夸 码 的 最 少 枚 数 m= [log;m] +1。 这 些 硅 码 
设置 的 一 种 常用 的 方案 是 : 各 重 2 , 2 ,2 ，…， 2 一 ，[m-(2 -1)] 
兄 。 这 里 ， 
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=2° -11+m-(2"!-1)=m 

主要 探讨 “ 单 套 ”的 情况 ， 有 些 不 是 “ 单 套 ”的 问题 ， 也 可 以 用 
进位 制 的 知识 来 解决 。 下 面 仅 举 一 例 ， 以 示 一 般 。 

(4) 一 台 天 平 要 配 5 种 双 套 夸 码 ( 共 S5 x2 枚 ) ， 要 求 能 用 来 称 出 
克 数 为 1，2，3，… (连续 整数 ) 的 物品 ， 称 时 只 人 允许 夸 码 放 在 天 平 的 
催 码 盘 上 。 请 问 ， 夸 码 应 如 何 设置 才能 称 到 最 多 的 克 数 ? 

解决 这 类 问题 用 三 进 制 的 知识 是 很 方便 的 。 在 只 允许 硅 码 放 在 夸 码 
盘 的 条 件 下 ， 用 天 平 来 称 物品 ， 每 一 种 硅 码 都 有 不 放 上 去 、 放 上 去 一 
枚 、 放 上 去 两 枚 等 3 种 可 能 。 把 这 5 种 夸 码 ， 分 别 作 为 三 进 制 的 计数 单 
位 。 某 一 个 夸 码 ， 当 它 不 放 上 去 时 ， 该 计数 单位 的 系数 记 为 “0”; 当 
它 放 上 去 一 枚 时 ， 该 计数 单位 的 系数 记 为 “1”， 当 它 上 去 两 枚 时 ， 该 
计数 单位 的 系数 记 为 “2”。 这 样 ， 每 一 种 称 法 便 对 应 着 一 个 五 位 三 进 
数 。 反 之 ， 每 一 个 五 位 三 进 数 也 对 应 着 一 种 称 法 。 要 使 这 些 三 进 数 为 从 
1 开始 的 连续 整数 ， 根 据 三 进 制 的 知识 ， 就 要 使 第 1，2，3，4，5 种 夸 
码 的 克 数 ， 分 别 为 三 进 制 的 右 起 第 1，2，3，4，5 个 计数 单位 3 ，3 ， 
3 ,3 ,，3 ， 即 1,3，9，27，81， 而 且 它 的 系数 不 能 全 为 0。 由 于 五 位 
三 进 数 最 大 者 为 22222,;, =3” -1 =242。 因 此 ， 这 人 台 天 平 最 多 能 够 称 到 
242 克 的 物品 。 在 1 到 242 克之 间 的 物品 ， 用 这 5 种 双 套 夸 码 都 可 以 称 
出 来 。 例 如 ， 要 称 50 克 的 物品 ， 由 于 50 =1212,) =3 +2 x3 +3! +2 
x3”。 这 样 ， 只 要 拿 出 一 枚 3 克 、 两 枚 3 克 、 一 枚 3' 克 、 两 枚 3 克 
的 夺 码 放 在 硅 码 盘 上 称 就 可 以 了 。 不 妨 检验 一 下 : 3 +2 x3 +3 +2x 
3" =27 +2 x9+3+2x1l=5S0。 

一 般 地 ， 在 限定 硅 码 只 能 放 在 硅 码 盘 的 条 件 下 ， 如 果 天 平 设 置 习 种 
双 套 硅 码 ， 那 么 当 这 于 种 夸 码 的 克 数 为 3 ，3 ，3”，…，3” 时， 可 以 
称 量 出 1，2，3，… (连续 整数 ) 克 的 物品 ， 其 中 最 多 称 出 的 克 数 m = 
(2 x3° +2 x3 +2 x3: + +2 x3" =)3"-1。 
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如 果 在 天 平 的 两 盘 都 允许 放 夸 码 ， 那 么 将 会 有 什么 情况 呢 ? 这 里 ， 
也 有 关于 硅 码 设置 的 两 个 问题 值得 思考 : (1) 要 想 用 n 块 奈 码 ， 去 称 
量 1，2，3，… 尽 可 能 多 的 连续 整数 克 的 物品 ， 这 些 夸 码 各 重 多 少 克 ? 
(2) 要 想 用 最 少 块 数 的 夸 码 ， 去 称 量 1，2，…，m (连续 整数 ) 克 的 
物品 ， 这 些 夸 码 各 重 多 少 克 ? 现在 探讨 下 面 几 道 题目 : 

(1) 一 台 天 平 要 配 5 枚 夸 码 ， 要 求 能 用 来 称 出 殉 数 为 1，2，3，… 
(连续 整数 ) 的 物品 ， 称 时 硅 码 允许 放 在 天 平 的 两 盘 。 请 问 ， 硅 码 应 如 
何 设置 才能 称 到 最 多 的 整数 克 ? | 

解决 这 类 问题 用 三 进 制 的 知识 是 很 方便 的 。 我 们 知道 ， 任 何 一 个 用 
0，1，2 三 个 数字 表示 的 三 进 数 ， 总 可 以 写成 各 个 数位 上 的 数 与 它 所 在 
的 计数 单位 之 积 的 和 的 形式 。 同 时 ， 由 于 2 x3 =3”*' -3*， 利 用 这 个 公 
式 进 行 演变 ， 最 后 又 总 可 以 把 任何 一 个 用 0，1，2 三 个 数字 表示 的 三 进 
数 写成 3 的 不 同 目 然 数 指数 的 寡 的 代数 和 的 形式 。 例 如 ，50 =1212.,, = 
1 x3 +2 x3 +1 x3! +2x3 =1x33 +(3 -3:)+l1 x3!+(3! -3°)=2 
X37 -3 +2x31 -3 =(3 -3 ) -3 +(3 -3 ) -3 =3 -3 -3 -3°, 

这 样 ， 用 天 平 来 称 物品 ， 人 允许 夸 码 放 在 天 平 的 两 盘 ， 每 一 枚 夺 码 都 
有 不 放 上 去 、 放 夸 码 盘 、 放 称 量 盘 等 3 种 可 能 。 把 这 5 枚 夸 码 ， 分 别 作 
为 三 进 制 的 计数 单位 。 某 一 个 夸 码 ， 当 它 不 放 上 去 时 ， 该 计数 单位 的 系 
数 记 为 “0”; 当 它 放 在 硅 码 盘 时 ， 该 计数 单位 的 系数 记 为 “1”， 当 它 
放 在 称 量 盘 时 ， 该 计数 单位 的 系数 记 为 “”-1”。 这 样 ， 每 一 种 称 法 便 
对 应 着 一 个 三 进 数 的 3 的 不 同 自然 数 指数 的 宕 的 3 项 代数 和 和。 反之， 每 
一 个 三 进 数 的 3 的 不 同 自然 数 指数 的 宪 的 5 项 代数 和 也 对 应 着 一 种 称 
法 。 要 使 这 些 三 进 数 为 从 1 开始 的 连续 整数 ， 根 据 三 进 制 的 知识 ， 就 要 
使 第 1，2，3，4，5 枚 奢 码 的 克 数 ， 分 别 为 三 进 制 的 右 起 第 1，2，3， 
4，5 个 计数 单位 3"，31!，32，33,，34， 即 1, 3，9， 27，81， 而 且 它 的 
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系数 不 能 全 为 0， 从 左 到 右 首 先 遇 到 非 0 系数 的 数位 上 的 系数 只 能 为 1， 
不 能 为 -1。 由 于 1+3 +9 +27 +81 =121。 因 此 ， 这 人 台 天 平 最 多 能 称 到 
121 克 的 物品 。 在 1 到 121 克之 间 的 物品 ， 用 这 5 枚 夸 码 都 可 称 出 来 。 
例如 ， 要 称 50 克 的 物品 ， 由 于 50 = 1212,) =3 -3 -3' -3 。 这 样 ， 
只 要 拿 出 第 5 枚 硅 码 放 在 硅 码 盘 ， 第 1，2，4 枚 硅 码 放 在 称 量 盘 ， 第 3 
枚 硅 码 不 放 上 去 就 可 以 了 。 不 妨 检验 一 下 : 3 -3 -3 -3 =81 -27 -3 
-1 =50。 

一 般 地 ， 在 允许 硅 码 放 在 天 平 两 盘 的 条 件 下 ， 如 果 天 平 设置 夸 码 的 
枚 数 为 上 ， 那 么 当 这 半 枚 夸 码 的 克 数 为 了 了 3，3  ，3- ，…，3"” "时 ,可 以 
称 量 出 1，2，3，… (连续 整数 ) 克 的 物品 ， 其 中 最 多 称 出 的 克 数 普 = 
| 

(2) 〈 德 . 梅 齐 里 亚 克 的 硅 码 问题 2) : 一 位 商人 有 一 个 40 磅 重 的 
夸 码 ， 跌 落地 上 碎 成 4 块 。 后 来 ， 称 得 每 块 碎片 的 质量 都 是 整数 磅 ， 并 
且 可 以 用 这 4 块 作为 硅 码 在 天 乎 上 称 量 出 从 1 到 40 磅 之 间 的 任意 整数 
磅 的 物体 。 问 这 4 块 硅 码 碎片 各 重 多 少 磅 ? 

从 最 小 的 夸 码 开始 ， 逐 步 考 虑 上 去 。 首 先 ， 一 定 要 有 1 磅 的 夸 码 。 
这 是 十 分 明显 的 。 其 次 ， 第 二 块 硅 码 应 当 是 3 磅 的 。 如 果 是 多 于 3 磅 
的 ， 就 无 法 满足 称 量 2 磅 的 需要 ; 如果 是 1 磅 或 2 磅 的 ， 虽 然 可 以 满足 
称 量 2 磅 、3 磅 的 需要 ， 但 是 不 如 第 二 块 硅 码 设置 为 3 磅 好 ， 因 为 后 者 
可 以 满足 称 量 1 到 4 磅 的 需要 。 

一 般 地 ， 假 设 已 有 的 夸 码 A，B，…，D， 适当 地 分 放 在 天 平 的 两 
盘 ， 可 以 称 量 出 1 到 4d (整数 ) 磅 的 物品 ， 如 果 有 一 块 新 夸 码 卫 ， 它 的 
质量 是 e。 磅 ， 超 过 原 有 硅 码 的 重量 总 和 d， 超 过 的 量 为 原 有 硅 码 质量 总 
和 加 1, 即 e-d=d+l,e=2d+1， 那么 在 原 有 的 夸 码 A，B，…，D， 
可 以 称 量 1 到 4 (整数 ) 磅 物品 的 基础 上 ， 在 称 量 盘 上 放置 重 2d +1 磅 


(3 +3: +3 +…+3"- =) 


QD 这 是 法 国 数学 家 德 . 梅 齐 里 亚 克 (G. B. Meziriac ，1581 ~ 1638 ) ， 在 1624 年 出 版 的 他 
的 名 著 《 数 学 组 合 游戏 》 中 提出 并 解答 的 问题 。 
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的 夸 码 耻 ， 就 可 以 称 量 出 4+1 到 2d (整数 ) 磅 的 物品 ; 在 硅 码 盘 上 放 
置 重 2d + 1 磅 的 硅 码 E， 就 可 以 称 量 出 24 +2 到 3d+1 (整数 ) 磅 的 物 
品 ; 而 单独 使 用 硅 码 下 可 以 称 量 24 + 1 磅 的 物品 。 这 就 是 说 ， 硅 码 A， 
B，…，D, EF 可 以 称 量 1 到 3d+1 (整数 ) 磅 的 物品 。 

现在 ， 有 了 1 磅 、3 磅 的 硅 码 ， 可 以 称 量 1 到 4 整数 磅 物品 (这 时 
d =4) ， 那 么 根据 公式 。=2d +1， 就 应 再 设置 (2 x4 +1 = ) 9 磅 的 在 
码 。 进 而 ,可 以 称 量 1 到 (3x4+1=) 13 整数 磅 物品 。 继 续 考 虑 下 
去 , 需要 有 (2 x13 +1 = ) 27 磅 的 夸 码 。 这 样 ， 刚 好 一 共 是 40 磅 。 因 
此 ， 这 4 块 夸 码 碎片 分 别 重 1 磅 、3 磅 、9 磅 、27 磅 。 

(3) 张 各 打算 用 100 克 的 铅 块 为 天 平 自制 一 套 的 都 是 整数 克 的 在 
码 ， 在 允许 硅 码 放 在 天 平 两 盘 的 条 件 下 ， 称 量 1 到 100 整数 克 的 物品 。 
请 问 ， 他 最 少 要 制 多 少 枚 夺 码 ? 每 枚 硅 码 各 重 多 少 克 ? 

这 里 仿照 前 面 的 考虑 ， 可 知 需要 有 1，3，9，27 克 的 夸 码 ， 再 把 最 
后 剩 下 的 (100 -1 -3 -9 = ) 60 克 铝 块 ， 做 成 一 枚 夸 码 。 这 样 ， 一 共 
做 了 5 枚 夺 码 。 每 枚 硅 码 的 重量 分 别 为 1，3，9，27，60。 这 是 问题 的 
一 个 解 。 

最 少 要 制 成 5 枚 硅 码 。 但 是 每 枚 硅 码 的 重量 却 不 是 唯一 的 。 可 以 进 
行 调整 ， 在 已 知 (1，3，9，27，60) 是 问题 的 一 种 解 的 基础 上 ， 保 持 
1，3，9 不 变 , 把 27，60 调整 为 26，61。 这 样 ， 利 用 1,， 3，9 可 称 1 
到 13; 再 用 26 可 称 14 到 39; 最 后 用 61 可 称 40 到 50。 因 此 ，(1，3， 
9，26，61) 也 是 问题 的 一 种 解 。 这 就 是 说 ，(1, 3, 9, 27 ~20，60 ~ 
67) 都 是 问题 的 解 。 另 外 ，(1, 3, 8, 25 ~21, 63 ~67); (1, 3, 7， 
23 ~22，66 ~67) 也 都 是 问题 的 解 。 其 他 不 可 能 构成 问题 的 解 。 总 之 ， 
共有 8+5+2=15 组 解 。 

前 面 知 道 ， 在 允许 硅 码 放 在 天 平 两 盘 的 条 件 下 ， 如 果 天 平 设置 硅 码 
的 枚 数 为 n， 那么 当 这 n 枚 夺 码 的 克 数 为 39，31，32，…，3"-! 时 ， 可 


以 称 量 出 1 到 m (连续 整数 ) 克 的 物品 ， 其 中 m = 二 +。 这 就 是 说 ， 


221 


好 玩 的 数学 


进位 制 与 数学 游戏 
nt 当 要 求 称 量 出 1 到 m 连续 整数 元 
的 物品 ， 而 m 满 足 一 > 一 + me 时 ， 需要 配置 ” 枚 奈 码 。 这 里 ， 
8 -1 La 可 得 3 -1<2mm <3" -1， 即 3 到 2m <3", 


亦 即 nn -1<<log (2m) <n, sljog (2m) +1<m+1l， 所 以 n= 
[log (2m) ] +1。 至 此 有 如 下 的 结论 : 

一 般 地 ， 在 允许 夸 码 放 在 天 平 两 盘 的 条 件 下 ， 如 果 要 求 称 量 1 到 普 
(连续 整数 ) 克 的 物品 ， 那 么 设置 硅 码 的 最 少 块 数 m=[jlogs(2m)] +1l。 
这 些 硅 码 设置 的 一 种 常用 方案 是 : 各 重 3 ，3 ，3 ，…，3"“， 


[m -3 了) 克 。 这 里 ， 


n-l 
3° +31 +37 + +3"7+(m-——) 


有 3 链条 游戏 (一 ) 


在 日 常生 活 中 ， 我们 有 着 挂 表 的 链 带 ， 挫 牛 、 马 、 羊 、 狗 等 作为 强 
子 用 的 铁 链 以 及 机 器 上 用 于 传动 的 链 钳子 等 链条 状 物 品 。 它 们 一 般 是 由 
金 、 银 、 铜 、 铁 等 金属 制 成 的 。 这 里 作为 数学 游戏 的 链条 ， 是 由 在 干 个 
圆 环 ， 一 环 紧 扣 一 环 地 连接 而 成 的 长 条 状 的 东西 ， 可 以 随意 脱 下 其 中 的 
任何 一 个 圆 环 ， 脱 下 时 不 会 引起 损耗 。 链 条 具有 整洁 美观 、 容 易 保存 、 
携带 方便 等 优点 。 在 某 种 特定 的 情况 下 ， 金 质 或 者 银 质 的 链条 可 以 充当 
货币 ， 作 为 抵押 之 物 ; 也 可 以 充当 夸 码 ， 称 量 物体 的 重量 。 现 在 先 从 
《 阿 凡 提 的 故事 》 里 一 则 具有 游戏 特色 的 十 分 有 趣 的 数学 传说 谈 起 。 

(1) 阿 凡 提 是 新 疆 维吾尔 族 民 间 的 传奇 人 物 ， 是 智慧 的 化 身 。 阿 
几 提 给 财主 巴 依 当 长 工 ， 讲 定 每 个 月 的 工钱 是 一 个 小 小 的 金 圆 环 。 一 
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月 后 , 贪 禁 、 狐 独 的 巴 依 拿 出 了 一 条 由 7 个 金 圆 环 连 成 的 链条 ， 对 阿 凡 
提 说 :“ 这 是 给 你 准备 的 7 个 月 工钱 。 你 必须 做 到 按 月 取 走 一 个 圆 环 。 
在 这 链条 中 ， 你 只 能 脱 下 其 中 的 一 个 圆 环 。 和 否则， 就 不 付 给 工钱 ， 而 且 
还 要 把 以 前 付 给 的 收回 。” 昌 蠢 的 巴 依 以 为 阿 凡 提 一 定 办 不 到 ， 可 是 聪 
明 的 阿 凡 提 却 巧 妙 地 做 到 了 这 些 要 求 。 请 问 ， 阿 凡 提 是 怎样 脱 下 链条 中 
的 一 个 圆 环 ， 逐 月 取 走 工钱 的 ? 

阿 凡 提 想 “ 只 能 脱 下 其 中 的 一 个 圆 环 ”， 这 样 就 把 一 条 链条 分 为 3 
个 部 分 : 1 个 单 环 和 2 条 短 链条 。1 个 单 环 可 以 表示 1。 要 表示 2， 就 要 
使 第 一 条 短 链条 含有 2 个 环 ， 再 配合 1 个 单 环 ， 可 以 表示 2，3。 为 了 表 
示 4， 第 二 条 短 链条 就 应 含有 4 个 环 。 这 样 ， 刚 好 一 共 是 7 个 环 。 于 是 ， 
他 采用 的 办 法 是 ， 从 一 端 开始 ， 脱 下 第 3 环 ， 使 之 成 为 3 个 部 分 : 1 个 
单 环 、 含 有 2 个 环 的 短 链 条 和 含有 4 个 环 的 短 链 条 。 

我 们 知道 ， 每 一 个 部 分 都 有 用 与 不 用 两 种 可 能 。 我 们 把 这 3 个 部 
分 , 分 别 作 为 二 进 制 的 计数 单位 。 某 一 个 部 分 ， 当 它 不 用 时 ， 该 di 
位 的 系数 记 为 “0”; 当 它 用 上 去 时 ,该 计数 单位 的 系数 记 为 “1”。 这 
样 ， 每 一 一 种 用 法 便 对 应 着 一 个 三 位 二 进 数 。 反 之 ， 每 一 个 es 
对 应 着 一 种 用 法 。 要 使 这 些 三 位 二 进 数 为 从 1 开始 的 连续 整数 ， 根 据 二 
进 制 的 知识 ， 就 要 使 这 3 个 部 分 的 环 数 ， 分 别 为 二 进 制 的 右 起 第 1，2， 
3 个 计数 单位 2 ， 2 ，2 〈 即 1，2，4) ， 而 且 它 的 系数 不 能 全 为 0。 由 
于 三 位 二 进 数 最 大 者 为 111 =2 -1=7。 因 此 ， 这 3 个 部 分 可 以 表示 
1 ~7 的 各 数 。 

这 就 是 说 ， 阿 几 提 和 采用“ 换 来 换 去 ”的 办 法 。 第 一 个 月 ， 他 脱 下 
第 3 环 ， 取 走 了 它 ; 第 二 个 月 ， 他 以 取 走 的 单 环 ， 换 走 了 含有 2 个 环 的 
短 链条 ; 第 三 个 月 ， 他 又 取 走 了 单 环 ; 第 四 个 月 ， 他 以 取 走 的 3 个 环 ， 
换 走 了 含有 4 个 环 的 短 链 条 ; 第 五 个 月 ， 他 取 走 了 单 环 ; 第 六 个 月 ， 他 
以 单 环 换 走 了 含有 2 个 环 的 短 链 条 ; 第 七 个 月 ， 他 最 后 取 走 了 单 环 。 

一 般 地 ， 从 一 条 链条 中 脱 下 n 个 圆 环 ， 就 分 为 个 单 环 和 n+1 条 
短 链 条 。 这 时 , 个 单 环 可 以 表示 从 1 到 nn 各 数 。 要 表示 n+ 1， 就 要 使 
= = 
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第 一 条 短 链 条 含有 n+1 个 环 ， 配 合 个 单 环 ， 可 以 表示 n+1 到 2n+1l 
各 数 。 接 着 ， 要 表示 2n +2， 就 应 使 第 二 条 短 链条 含有 2 (n+1) 个 环 ， 
再 配合 n 个 单 环 和 含有 n+1 个 环 的 第 一 条 短 链条 ， 又 可 以 表示 2n +2 
到 4n +3 各 数 …… 以 此 类 推 ， 第 nm+1 条 短 链 条 如 果 含 有 2”(n+1) 个 
环 ， 就 可 以 继续 表示 下 去 ， 一 直到 它 所 能 表示 的 最 大 整数 。 这 个 整数 是 

(PP+L)+1+2(n+l)+…+1+2 (+1l) 

=Pm+[ (n+l)+2(n+1L1)+…+2 (n+l) 

=2"” (n+l)-1 

根据 同样 的 道理 ， 如 果 从 一 条 链条 中 脱 下 n -1 个 圆 环 ， 那么 它 可 
以 表示 从 1 开始 的 连续 整数 的 最 大 整数 是 : 2"n -1。 

于 是 ， 用 m 表示 链条 的 总 环 数 ， 当 m 满足 2"n -1 a 
(n+1) -1 时 ,都 可 以 从 链条 中 脱 下 nn 个 圆 环 ， 形 成 n+1 条 短 链条 。 这 
些 短 链条 中 含有 环 数 依 次 为 (最 后 几 个 数目 能 否 达 到 ， 要 依 m 而 定 ) 

n+l, 2(n+1), …， 2"(n+l) 

这 样 ， 从 1 到 m 中 任何 一 个 整数 的 圆 环 ， i 

可 以 根据 脱 下 圆 环 的 个 数 n， 求 出 链条 的 总 环 数 m 的 最 大 值 ; 也 
以 根据 链条 的 总 环 数 m， 来 求 应 当 脱 下 圆 环 的 个 数 n。 

(2) 一 位 科学 家 要 在 旅馆 住宿 23 天 ， 但 身边 只 有 一 条 由 23 个 银 质 
圆 环 构成 的 链条 ， 而 旅馆 老板 却 要 这 位 科学 家 每 天 必须 支付 一 个 圆 环 。 
科学 家 想 了 一 会 儿 ， 就 把 问题 解决 了 。 科 学 家 是 怎样 解决 问题 的 ? 

这 里 m=23, 满足 2. x2 -1<23<2*''x (2+1) -1, 求 得 n=2。 
因此 ， 科 学 家 的 解决 办 法 是 : 从 银 链条 中 间 脱 下 2 个 环 ， 把 链条 分 为 2 
个 单 环 和 3 条 得 链条 。 有 了 2 个 单 环 ， 就 可 以 表示 1，2。 要 表示 3， 就 
要 使 第 一 条 短 链 条 含有 3 个 环 ， 因 而 从 一 端 开 始 ， 第 一 次 脱 下 第 4 环 。 
然后 ， 将 含有 3 个 环 的 短 链条 , .配合 2 个 单 环 ， 可 以 表示 3 到 5 各 数 。 
接着 ， 要 表示 6， 就 应 使 第 二 条 短 链条 含有 6 个 环 ， 因 而 第 二 次 脱 下 的 
是 第 11 环 。 有 了 含有 6 个 环 的 短 链条 ， 再 配合 2 个 单 环 和 含有 3 个 环 
的 第 一 条 短 链条 ， 又 可 以 表示 6 到 11 各 数 。 这 时 ， 第 三 条 短 链条 含有 
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12 个 环 ， 就 能 从 12 一 直 表 示 到 (11 +12 = ) 23。 

这 里 ，m =23 是 形 如 2” (n+1) -1 的 正 整数 (其 中 =2)。 如 
果 风 不 是 2"*”(n+1) -1 型 的 正 整数 ， 那 将 怎么 办 呢 ? 

(3) 一 条 铜 链条 由 60 个 铜 圆 环 串 成 的 ， 最 少 要 脱 下 几 个 圆 环 ， 才 能 
使 得 从 1 到 60 中 任何 一 个 整数 的 圆 环 都 可 以 随意 拿 得 出 来 。 本 题 有 几 
组 解 ? 

这 里 ，m =60, 满足 2 x3 -1<60<2…x (3+1) -1, 求 得 n= 
3。 因 此 ， 最 少 要 脱 下 3 个 圆 环 ， 使 之 产生 4 条 短 链 条 。 不妨 设 这 4 条 
短 链条 的 环 数 a,，b5，c，d 满足 a<4b<c<d。 首 先 应 有 a 4， 接着 要 有 
b<a+4, c<a+b+4<2a+8, d<a+b+c+4<2a +26 +8<4a+16, 
而 3+a+p+c+dg=60， 即 有 60<3 +c+ (a+4) + (2a+8) + 。 
+16) =8a+31，29 达 8c,， 考虑 到 ac 是 整数 ， 因 此 4 志 a。 综 合 
果 ,，a =4。 

当 a =4 时 , b<8, cb5+8, d<25+16, 有 603+4+b+ (b+ 
8) + (20+16) =40 +31，29 三 45， 考虑 到 是 整数 ， 因 此 8 三 5。 综合 
结果 ,6b =8。 

当 5=8 时, c 志 16, dc+16, 有 60<3+4+8+tc+ (c+16) = 
2c +31，29<2c， 考 虑 到 c 是 整数 ， 因 此 15<<c。 综合 结果 ,15<c<16。 
进而 ,，30 宇 d 宇 29， 这样 ，(4,， 1, 8, 1，1S 或 16，1，30 或 29) 是 问 
题 的 2 组 解 。 


外 和 链条 游戏 (一 ) 


链条 既 可 以 充当 货币 ; 也 可 以 充当 硅 码 。 现 在 探讨 链条 充当 硅 码 的 
情况 。 显 然 ， 如 果 规 定 硅 码 盘 只 能 放 砖 码 ， 称 量 盘 只 能 放 物 品 ， 那 么 在 
这 样 的 情况 下 ， 链 条 充当 砖 码 的 问题 就 跟前 面 链条 充当 货币 的 问题 一 
样 ， 都 是 “ 换 来 换 去 ” ， 没 有 本 质 上 的 差别 。 现 在 探讨 天 平 的 两 盘 都 可 
以 放 砖 码 的 情况 。 请 看 下 面 几 道 题 : 
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EO A EN 


(1) 有 一 条 链条 ， 每 个 圆 环 都 可 以 从 链条 上 脱 下 来 ， 而 且 每 个 贺 
环 都 是 重 1 克 。 现 在 要 求 从 链条 上 只 脱 下 来 一 个 圆 环 ， 用 链条 分 割 后 的 
每 一 个 部 分 充当 硅 码 ， 可 以 放 在 天 平 的 两 盘 上 ， 人 能够 称 出 1，2，3，… 
(连续 整数 ) 克 的 物品 ， 链 条 的 总 环 数 最 多 是 多 少 环 ? 

一 条 链条 脱 下 其 中 的 一 个 圆 环 后 ， 就 分 为 3 个 部 分 : 1 个 单 环 和 
2 条 短 链条 。 这 样 ， 用 天 平 来 称 物品 ， 每 一 个 部 分 都 有 不 放 上 去 、 放 
硅 码 盘 、 放 称 量 盘 等 3 种 可 能 。 把 这 3 个 部 分 ， 分 别 作为 三 进 制 的 计 
数 单位 。 某 一 个 部 分 ， 当 它 不 放 上 去 时 ， 该 计数 单位 的 系数 记 为 
0”; 当 它 放 在 夸 码 盘 时 ， 该 计数 单位 的 系数 记 为 “1”， 当 它 放 在 称 
量 盘 时 ， 该 计数 单位 的 系数 记 为 “ -1”。 这 样 ， 每 一 种 称 法 便 对 应 着 
一 个 三 进 数 的 3 的 不 同 自 然 数 指数 的 寡 的 3 项 代数 和 。 反 之 ， 每 一 个 
三 进 数 的 3 的 不 同 自 然 数 指数 的 者 的 3 项 代数 和 也 对 应 着 一 种 称 法 。 
要 使 这 些 三 进 数 的 3 的 不 同 自然 数 指数 的 寡 的 3 项 代数 和 ， 为 从 1 开 
始 的 连续 整数 ， 根 据 三 进 制 的 知识 ， 就 要 使 这 3 个 部 分 的 克 数 ， 分 别 
为 三 进 制 的 右 起 第 1，2，3 个 计数 单位 3",3',，3”( 即 1，3, 9), 而 
且 它 的 系数 不 能 全 为 0， 从 左 到 右 首 先 遇 到 非 0 系数 的 数位 上 的 系数 
只 能 为 1， 不 能 为 -1。 由 于 这 些 三 进 数 的 3 的 不 同 自 然 数 指数 的 罕 的 
3 项 代数 和 之 最 大 者 为 1 +3 +9 =13。 因 此 ， 以 这 三 个 部 分 为 夸 码 可 
以 称 出 1 ~ 13 克 的 物品 。 

一 般 地 ， 从 一 条 链条 中 脱 下 n 个 圆 环 ， 就 分 为 n 个 单 环 和 n+1 条 
短 链条 。 这 时 ,nn 个 单 环 可 以 称 出 1 到 n 各 整数 克 物 品 。 要 称 出 n+1 
克 ， 考 虑 到 天 平 的 两 盘 都 可 以 放 夸 码 ， 就 应 使 第 一 条 短 链 条 含有 2n +1 
个 环 。 这 样 ， 配 合 n 个 单 环 ， 若 在 称 量 盘 上 放置 第 一 条 短 链 条 ， 就 可 以 
称 出 z+l 到 2m 各 整数 克 物 品 ; 若 在 夸 码 盘 上 放置 第 一 条 短 链 条 ， 就 可 
以 称 出 2n+1 到 3n+1 各 整数 克 物 品 。 接 着 ， 要 称 出 3n +2 克 ， 就 应 使 
第 二 条 短 链 条 含有 3(2n +1) 个 环 ， 再 配合 个 单 环 和 含有 2m + 1 个 环 
的 第 一 条 短 链条 ， 又 可 称 出 3n+2 到 4(2n +1) +n 各 整数 克 物品 …… 
以 此 类 推 ， 第 n+1 条 短 链 条 如 果 含 有 3”(2n +1) 个 环 ， 就 可 以 继续 称 

226 


9 硅 码 . 链条 . 链 环 


下 去 ， 一 直到 它 所 能 称 出 的 最 大 整数 克 物 品 。 这 个 整数 是 
(2n.+1) +1+3(2n+1) +-…+1 +3"(2n+1) 


=n+[ (2n+1) +3(2n+1) +:… +3"(2n+1)| 


3"* (2n+1) -1 
2 


根据 同样 的 道理 ， 如 果 从 一 条 链条 中 脱 下 = -1 个 圆 环 ， 那 么 它 可 
以 称 出 从 1 开始 的 连续 整数 的 最 大 克 数 是 =! 一 +。 


3"(2n-1) -1 
se < 


m < 


于 是 ， 用 m 表示 链条 的 总 环 数 ， 当 m 满足 


3 (22+1) 一 1 时 ， 都 可 以 从 链条 中 脱 下 个 贺 环 ， 形 成 ”+ 1 条 短 链 


条 。 这 些 短 链 条 中 含有 环 数 依次 为 (最 后 几 个 数目 能 否 达 到 ， 要 依 m 
而 定 ) 
2n+l1, 3(2n+1), …， 3"(2n+1) 

这 样 ， 从 1 到 m 中 任何 一 个 整 克 数 的 物品 都 可 以 随意 称 出 来 。 

可 以 根据 脱 下 圆 环 的 个 数 n， 求 出 链条 的 总 环 数 m 的 最 大 值 ， 也 可 
以 根据 链条 的 总 环 数 m， 来 求 应 当 脱 下 图 环 的 个 数 n。 

(2) 吴 琪 有 一 条 由 67 个 圆 环 连 成 的 链条 ， 其 中 每 一 个 圆 环 都 可 
以 从 链条 上 脱 下 来 ， 每 个 圆 环 都 是 重 1 克 。 现 在 要 用 这 些 圆 环 做 催 
码 ， 放 在 天 平 的 两 盘 上 ， 要 求 能 称 出 1 ~67 整数 克 的 物品 ， 最 少 要 
脱 下 几 个 圆 环 ， 脱 下 哪 几 个 圆 环 ? 如 果 要 称 出 33 克 的 物品 ， 应 该 如 
何 称 ? 

这 里 m=67， 满 足 
得 n=2。 因 此 ， 应 该 脱 下 第 6 个 和 第 22 个 圆 环 ， 把 链条 分 成 环 数 是 5， 
1，1$ ，1，45 五 个 部 分 。 这 样 就 可 以 称 量 1 到 67 克 物 品 。 / 

现在 考虑 33 克 的 称 法 。 由 于 33 =45 -13 +3 -1-1， 有 如 下 的 
称 法 : 


2 2+1 
3 -1 0 3 C2 -1 来 
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放 在 天 平 硅 码 ” 放 在 天 平 称 量 放 在 天 平 称 量 盘 上 
盘 上 的 圆 环 数 ” 盘 上 的 圆 环 数 ” 待 称 的 重量 ( 克 ) 
45 +5 15+1+1 33 


这 里 ，m =67 是 形 如 3 (2m+1) 一 1 的 正 整 数 (其 中 n=2)。 如 


3"* (2n+1) -1 
2 


果 m 不 是 型 的 正 整 数 ， 那 将 怎么 办 呢 ? 


(3) 链条 上 有 280 个 圆 环 ， 每 个 圆 环 都 是 重 1 克 ， 而 且 每 个 圆 环 都 
可 以 从 链条 上 脱 下 来 。 现 在 要 用 这 些 圆 环 做 夸 码 ， 放 在 天 平 的 两 盘 上 ， 
要 求 能 称 出 1 ~ 280 整数 克 物品 ， 最 少 要 脱 下 几 个 圆 环 ? 本 题 有 几 组 解 ? 


3 ?7 BE | 3+1 2 SS 
这 里 ， m=280 满足 一 人 求 


得 n=3。 因 此 ， 最 少 要 脱 下 3 个 圆 环 ， 使 之 产生 4 条 短 链 条 。 不 妨 设 这 
4 条 短 链 条 的 环 数 a,b，c，d 满足 ec<b<cs<d。 首 先 应 有 < 和 7， 接着 
要 有 b<2a+7, c<2a +2b+7<6a+21, d<2a +28 +2c+7<6a +60 + 
21 志 1l8a +63,， 而 3+a+p+c+d=280， 即 有 280 和 3+a+(2a+7) + 
(6a +21) +(18ac +63) =27a +94，186 274a， 考 虑 到 a 是 整数 ， 因 此 
7 和 a。 综 合 结果 ,a =7。 

当 a =7 人 时 , b<21, c<2b+21, d<6b5+63,， 有 280<<3+7+b+ 
(2 +21) + (64b+63) =98 +94，186 码 950， 考虑 到 ， 是 整数 ， 因 此 21 友 
b。 综 合 结果 ,，b =21。 

此 时 , c 志 63, d 志 2c +63， 有 280 达 3 +7 +21 +c+ (2c +63) =3c + 
94，186 志 3c， 因 此 63 <c。 综 合 结果 ，c = 63。 进 而 , d =280 -3 -7 - 
21 -63 =186。 这 样 ，(7，1, 21，1,， 6 ，1，186) 是 本 题 仅 有 的 1 组 解 。 


<280 到 


外 链 环 游戏 (一 ) 


与 链条 相互 媲美 、 相 映 成 趣 的 是 链 环 。 在 日 常生 活 中 ， 有 着 项 链 、 
手链 、 腰 链 、 脚 链 等 链 环 状 的 装饰 品 。 它 们 一 般 是 由 金 、 银 、 铜 、 铁 等 
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金属 制 成 的 。 这 里 作为 数学 游戏 的 链 环 是 由 奉 干 个 圆 环 ， 一 环 紧 扣 一 环 
地 首尾 连接 而 成 的 圈 环 状 东西 ， 可 以 随意 脱 下 其 中 的 任何 一 个 圆 环 ， 脱 
下 时 不 会 引起 损耗 。 与 链条 类 似 的 是 ， 链 环 也 具有 整洁 美观 、 容 易 保 
存 、 携 带 方便 等 优点 。 在 某 种 特定 的 情况 下 ， 金 质 或 者 银 质 的 链 环 可 以 
充当 货币 ， 作 为 抵押 之 物 ; 也 可 以 充当 夸 码 ， 称 量 物体 的 重量 。 现在 先 
来 看 几 个 问题 。 

(1) 一 条 链 环 ， 如 果 只 脱 下 一 个 圆 环 ， 就 可 以 表示 环 数 为 1，2 
3 ，… (连续 整数 ) 等 各 种 情况 ， 这 条 链 环 的 环 数 最 多 是 多 少 环 ? 如 果 
赔 下 了 个 圆 环 呢 ? 

一 条 链 环 脱 下 一 个 圆 环 后 ， 就 分 为 1 个 单 环 和 1 条 短 链条 。1 个 单 
环 可 以 表示 1。 要 表示 2， 就 要 使 这 一 条 短 链 条 含有 2 个 环 ， 这 样 配合 1 
个 单 环 ， 可 以 表示 2、3。 如 果 这 一 条 得 链条 只 含有 1 个 环 ， 那 么 就 只 
能 表示 到 2; 如 果 这 一 条 短 链条 含有 的 环 数 超过 2， 那 么 就 不 能 能 表示 
3。 因 此 ， 当 只 脱 下 一 个 圆 环 时 ， 链 环 能 表示 从 1 开始 的 连续 整数 的 环 
数 最 多 是 3 环 。 

一 般 地 ， 从 一 条 链 环 中 脱 下 n 个 圆 环 ， 就 分 为 n 个 单 环 和 条 短 链 
条 。 这 时 ,nn 个 单 环 可 以 表示 从 1 到 nn 各 数 。 要 表示 n +1， 就 要 使 第 一 
条 短 链 条 含有 +1 个 环 ， 配 合 n 个 单 环 ， 可 以 表示 n+1 到 2n+1 各 
接着 ， 要 表示 2n +2， 就 应 使 第 二 条 短 链 条 含有 2(n+1) 个 环 ,， 再 

配合 n 个 单 环 和 含有 n+1 个 环 的 第 一 条 短 链条 ， 又 可 以 表示 2n +2 到 
4n +3 各 数 …… 以 此 类 推 ,第 n 条 短 链条 如 果 含 有 2” (n +1) 个 环 ， 
就 可 以 继续 表示 下 去 ， 一 直到 它 所 能 表示 的 最 大 整数 。 这 个 整数 是 

1+(n+1) +1 +2(n+1) + +1+2" (n+1) 
=n+[(n+1) +2(n+1)+.… +2" (n+1)] 
=2"(n+1) -1 

根据 同样 的 道理 ， 如 果 从 一 条 链 环 中 脱 下 n -1 个 圆 环 ， 那么 它 可 
以 表示 从 1 开始 的 连续 整数 的 最 大 整数 是 : 2 m -1。 

于 是 用 m 表示 链 环 的 总 环 数 ， 当 m 满足 2 'n-1<m<2"(n+1) 
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-1 时 ,都 可 以 从 链 环 中 脱 下 个 圆 环 ， 形 成 条 短 链条 。 这 些 短 链条 
中 含有 环 数 依 次 为 (最 后 几 个 数目 能 否 达 到 ， 要 依 m 而 定 ) 
n+l1, 2(n+1), "2" (n+1) 

这 样 ， 从 1 到 m 中 任何 一 个 整数 的 圆 环 ， 都 可 以 随意 拿 得 出 来 。 

我 们 可 以 根据 脱 下 圆 环 的 个 数 n， 求 出 链 环 的 总 环 数 m 的 最 大 值 ; 
也 可 以 根据 链 环 的 总 环 数 m， 来 求 应 当 脱 下 圆 环 的 个 数 nn。 

(2) 林 琼 要 在 旅馆 住宿 31 天 ,但 身边 只 有 一 条 由 31 个 银 质 环 构成 
的 链 环 ， 而 旅馆 老板 却 要 她 每 天 必须 支付 一 个 环 。 林 琼 是 怎样 解决 问 
题 的 ? 

这 里 m=31, 满足 2 ” x3-1<31<2 x(3+1) -1, 求 得 n=3。 
因此 ， 林 蘑 的 解决 办 法 是 : 从 银 链 环 中 间 脱 下 3 个 环 ， 把 链 环 分 为 3 个 
单 环 和 3 条 短 链条 。 有 了 3 个 单 环 ， 就 可 以 满足 支付 1，2，3 个 环 的 需 
要 。 接 着 ， 应 使 第 一 条 短 链 条 含有 4 个 环 ， 配 合 3 个 单 环 ， 可 以 满足 支 
付 4 到 7 各 个 环 的 需要 。 进 而 ， 应 使 第 二 条 短 链条 含有 8 个 环 ， 再 配合 
3 个 单 环 和 含有 4 个 环 的 第 一 条 短 链条 ， 又 可 以 满足 支付 8 到 15 各 个 环 
的 需要 。 这 时 ， 第 三 条 得 链条 含有 16 个 环 ， 就 能 满足 支付 从 16 直到 
(15 +16 = )31 各 个 环 的 需要 。 

这 里 ，m =31 是 形 如 2"(n+1) -1 的 正 整 数 (其 中 n=3)。 如 果 克 
不 是 2”(n +1) -1 型 的 正 整数 ， 那 将 怎么 办 呢 ? 

(3) 一 条 铜 链 环 是 由 75 个 铜 环 环绕 连 成 的 ， 最 少 要 脱 下 几 个 铜 环 ， 
才能 使 得 从 1 到 75 中 任何 一 个 整数 的 铜 环 都 可 以 随意 拿 得 出 来 。 本 题 
有 几 组 解 ? 

这 里 ，m =75, 满足 2 … x4-1<75<2 x(4+1) -1, 求 得 n=4。 
因此 ， 最 少 要 脱 下 4 个 圆 环 ， 使 之 产生 4 条 短 链条 。 不 妨 设 这 4 条 短 链 
条 含有 的 环 数 a,，b，c，d 满足 a<b<c<d。 首 先 应 有 a5， 接 着 要 有 
ba<at+$S, catb+S<2a+10, d<satbtct+S<2a+20+10< 
4a+20, 而 4+tatbtc+d=75, 即 有 75<<4+at+(a+5) + (2a+10) 
+ (4a+20) =8a +39，36 志 8a， 考 虑 到 4a 是 整数 ， 因 此 SS 和 ac。 综合 结 
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果 , a=5。 

此 时 , 5b<10, cb+10, db+c+10<25+20， 有 有 75 三 4+5+ 
b+(b+10) + (25+20) =40 +39，36 和 4020，9 三 2。 综合 结果 ，9 三 
b<10, 

(i) 若 5=9, 则 c<19, dc+19,， 有 75 二 4+5+9+c+(c+19) 
=2c +37，38 2c，19 <c。 综合 结 果 ，c = 19。 进 而 ,，d = 38， 这 样 ， 
(1, 5, 1,，9，1，19，1，38) 是 问题 的 1 组 解 。 

(ii) 若 5=10, 则 c<20, dc+20， 有 75<4+5+10+c+(ct+ 
20) =2c +39，36 2c，18 万 c。 综 合 结果 ，18 万 c<20。 进 而 ，38 宇 d 宕 
36,， 这样，(1, 5, 1，10,，1，18 ~20,， 1, 38 ~36) 是 问题 的 3 组 解 。 

总 之 ， 共 有 1 +3 =4 组 解 。 


人 链 环 游戏 (二 ) 


我 们 知道 ， 把 一 条 链 环 的 圆 环 脱 下 来 之 后 ， 可 以 充当 夸 码 。 然 而 ， 
如 果 规 定 夸 码 盘 只 能 放 夸 码 ， 称 量 盘 只 能 放 物 品 ， 那 么 在 这 样 的 情况 
下 ， 链 环 充当 硅 码 的 问题 就 跟前 面 链 环 充当 货币 的 问题 一 样 ， 都 是 “ 换 
来 换 去 ” ， 没 有 本 质 土 的 差别 。 现 在 探讨 天 平 的 两 盘 都 可 以 放 矶 码 的 情 
况 。 请 看 下 面 几 道 题 : 

(1) 有 一 条 链 环 ， 每 个 圆 环 都 可 以 从 链 环 上 赔 下 来 ， 而 且 每 个 加 
环 都 是 重 1 克 。 现 在 要 求 从 链 环 上 只 脱 下 来 一 个 圆 环 ， 用 链 环 分 割 后 的 
每 一 个 部 分 充当 硅 码 ， 可 以 放 在 天 平 的 两 盘 土 ， 能 够 称 出 1，2，3，… 
(连续 整数 ) 等 各 种 整数 克 的 物品 ， 链 环 的 总 环 数 最 多 是 多 少 环 ? 如 果 
脱 下 nn 个 圆 环 呢 ? 

一 条 链 环 脱 下 一 个 圆 环 后 ， 就 分 为 1 个 单 环 和 1 条 短 链条 。1 个 单 
环 可 以 表示 1。 这 时 短 链条 该 含有 多 少 环 为 好 呢 ? 如 果 这 一 条 短 链条 含 
有 的 环 数 超过 3， 那 么 就 不 能 能 表示 2。 如 果 这 一 条 短 链条 只 含有 1 或 2 
个 环 ， 那 么 虽然 可 以 表示 2、3 的 需要 ， 但 是 不 如 含有 3 个 环 好 ， 因 为 
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后 者 配合 1 个 单 环 ， 可 以 表示 2，3，4。 因 此 ， 当 只 脱 下 一 个 圆 环 时 ， 
链 环 能 表示 从 1 开始 的 连续 整数 的 环 数 最 多 是 4 环 。 

一 般 地 ， 从 一 条 链 环 中 脱 下 n 个 圆 环 ， 就 分 为 nn 个 单 环 和 nn 条 短 链 
条 。 这 时 ,nn 个 单 环 可 以 称 出 从 1 到 nn 各 整数 克 物 品 。 要 称 出 n+1 克 ， 
考虑 到 天 平 的 两 盘 都 可 以 放 夸 码 ， 就 应 使 第 一 条 短 链 条 含有 2n+1 个 
环 。 这 样 ， 配 合 ” 个 单 环 ， 若 在 称 量 盘 上 放置 第 一 条 短 链 条 ， 就 可 以 称 
出 n+1 到 2n 各 整数 克 物 品 ; 若 在 硅 码 盘 上 放置 第 一 条 短 链条 ， 就 可 以 
称 出 2n +1 到 3n +1 各 整数 克 物 品 。 接 着 ， 要 称 出 3n +2 克 ， 就 应 使 第 
二 条 短 链条 含有 3(2n +1) 个 环 ， 再 配合 nn 个 单 环 和 含有 2n+1 个 环 的 
第 一 条 短 链条 ， 又 可 以 称 出 3n +2 到 4(2n +1) +n 各 整数 克 物 品 …… 以 
此 类 推 ， 第 ”条 短 链 条 如 果 含有 3"- (2n +1) 个 环 ， 就 可 以 继续 称 下 去 ， 
一 直到 它 所 能 称 出 的 最 大 整数 克 。 这 个 整数 是 

1+(2n+1)+l mt +…+1+3" (2n+1) 

=n+[(2n+1) +3(2n+1) +…+3" (2n+1)] 

_3" (2n+1) -1 

2 

根据 同样 的 道理 ， 如 果 从 一 条 链 环 中 脱 下 n -1 个 圆 环 ， 那 么 它 可 


以 称 出 从 1 开始 的 连续 整数 的 最 大 克 数 是 : (25! 一 1 


3" (2m -1) -1 
2 


时 ， 都 可 以 从 链 环 中 脱 下 n 个 圆 环 ， 形 成 n 条 短 链条 。 这 


OO 
2n+l1, 3(2n+1), …， 3" (2n+1) 
这 样 ， 从 1 到 m 中 任何 一 个 整 克 数 的 物品 都 可 以 随意 称 出 来 。 
可 以 根据 脱 下 圆 环 的 个 数 n， 求 出 链 环 的 总 环 数 m 的 最 大 值 ， 也 可 
以 根据 链 环 的 总 环 数 m， 来 求 应 当 脱 下 圆 环 的 个 数 n。 
(2) 尤 珍 有 一 条 由 22 个 圆 环 连 成 的 链 环 ， 其 中 每 一 个 圆 环 都 可 以 从 
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于 是 用 m 表示 链 环 的 总 环 数 ， 当 m 满足 
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链 环 上 脱 下 来 ， 每 个 圆 环 都 是 重 1 克 。 现 在 ， 要 求 从 中 只 脱 下 两 个 圆 环 ， 
使 这 两 个 单 环 和 两 条 短 链 条 充当 砖 码 ， 放 在 天 平 的 两 盘 上 ， 可 以 称 出 1 ~ 
22 克 的 物品 ， 能 办 到 吗 ? 如 果 要 称 出 11 克 的 物品 ， 应 该 如 何 称 法 ? 


| gS i 20 3:(2x2+1) -1 
这 里 m=22, 满足 一 一!) <22<3( X*?+1) =， 求 得 


n=2。 因 此 ， 脱 下 2 个 圆 环 ,， 分 为 2 个 单 环 和 2 条 短 链条 。 即 把 链 环 分 
成 环 数 是 5，1 ，15 ，1 四 个 部 分 。 这 样 就 可 以 称 出 从 1 ~ 22 克 的 物品 。 
现在 考虑 11 克 的 称 法 。 由 于 11 =15 -5 +1， 有 如 下 的 称 法 : 
放 在 天 平 夸 码 ” 放 在 天 平 称 量 ” 放 在 天 平 称 量 盘 上 
盘 上 的 圆 环 数 ” 盘 上 的 圆 环 数 ” 待 称 的 重量 ( 克 ) 
13 +1] 3 11 


这 里 ，m =22 是 形 如 “+ 一! 的 正 整 数 (其 中 n=2)。 如 果 m 


不 是 -9 中 一 + 型 的 正 整数 ， 那 将 怎么 办 呢 ? 


(3) 链 环 上 有 90 个 圆 环 ， 每 个 圆 环 都 是 重 1 克 ， 而 且 每 个 圆 环 都 可 
以 从 链 环 上 脱 下 来 。 现 在 要 用 这 些 圆 环 做 夺 码 ， 放 在 天 平 的 两 盘 上 ， 要 
求 能 称 出 1 到 90 整数 克 的 物品 ， 最 少 要 脱 下 几 个 圆 环 ? 本 题 有 几 组 解 ? 


3-1 3 
这 里 ,m=90， 满足 3 (2x3 -1D) =-1<90<3 (2x3+1) -1 求 得 n= 


3。 因 此 ， 最 少 要 脱 下 3 个 圆 环 ， 使 之 产生 3 条 短 链条 。 不 妨 设 这 3 条 短 
链条 含有 的 环 数 a，b,c 满足 a<b<c。 首 先 应 有 a<7， 接 着 要 有 < 
2a +7, c<2a +2b+7<<6a+21, 而 3+a+b+c=90, 其 有 90<3+a+ 
(2a+7) +(6a+21) =9a+31，$9 和 9a， 考 虑 到 a 是 整数 ， 因 此 7 达 a。 
综合 结果 ，a =7。 

此 时 , b<21, c<25+21， 有 90<<3+7 +b+(2b+21) =38+31， 
59<35， 考 虑 到 5b 是 整数 ， 因 此 20 <4b。 综 合 结果 ，20 <b<21。 进 而 ， 
60=>c>>59。 这 样 ，(1，7，1，20 或 21，1，60 或 59) 是 问题 的 两 组 解 。 


2009 年 10 月 11 日 22 时 21 分 39 秒 
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